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Chapitre 1

Extensions d’Ore graduées par un
groupe

Introduction

Les extensions d’Ore sont les anneaux de polyndmes non commutatifs en une variable
[25]. On part d'un anneau R, d’'un endomorphisme ¢ de R et d'une application additive é
qui vérifie une regle de Leibniz tordue par ¢. On adjoint alors une variable ¢ soumise a la
seule relation

tr =o(r)t+6(r) (r € R).

Cette construction contient les anneaux de polyndmes tordus (J = 0), les anneaux d’opé-
rateurs différentiels (o = id) et les algebres de Weyl quantiques. Les extensions d’Ore
itérées fournissent une grande partie des exemples classiques d’anneaux noethériens non
commutatifs [10, 20].

Deux questions reviennent constamment a propos d'une extension d’Ore R[t; 0, d].

(1) Quelles structures de R se prolongent a R[t; 0, 6] ?
(2) Quand R[t; o, 4] est-il simple?

La seconde question a une longue histoire. Amitsur a décrit les idéaux des anneaux de
polyndmes différentiels sur un anneau simple [2]. Jordan a montré, dans sa these, qu’en
caractéristique nulle R[t; J] est simple si et seulement si R n’a pas d’idéal é-stable non
trivial et ¢ est externe [13]. Cauchon a étudié les idéaux bilateres des extensions d’Ore sur
les anneaux quasi-simples [4], Lam et Leroy ont caractérisé la simplicité des extensions
générales [16], et Oinert, Richter et Silvestrov ont relié la simplicité a la commutativité
maximale de l'anneau des coefficients [24].

Dans ce chapitre, nous étudions ces deux questions pour les graduations. Les gradua-
tions des extensions d’Ore sont habituellement prises sur Z : 'endomorphisme ¢ préserve
les degrés et é les augmente de un [27]. Or beaucoup d’anneaux naturels sont gradués
par des groupes non abéliens. Une algebre de groupe kG est graduée par G, et il en est de

méme de tout produit croisé d’un anneau par G. Pour une graduation non abélienne, un
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phénomeéne nouveau apparait. La relation de définition compare tr avec o(r)f, et non avec
rt. endomorphisme ¢ peut donc absorber la conjugaison par le degré de ¢, et 'on obtient
des graduations qui n’ont pas d’analogue sur un groupe abélien.

Le cas différentiel o = id a été traité dans [1]. Le degré de t doit alors centraliser le
support de R, et en caractéristique nulle la gr-simplicité est gouvernée par les idéaux
gradués J-stables de R et par le caractere externe de 6. Ces deux énoncés tombent en défaut

pour les extensions d’Ore générales. Notre but est de trouver ce qui les remplace.

Les résultats principaux

Fixons un groupe I', un anneau I'-gradué R = @,r R; et un élément y € I'. La
premiere question est la suivante : quand la graduation de R se prolonge-t-elle a R[t; o, §] avec
degt = 7 ? La réponse fait intervenir la notion suivante (Définition 1.2.1). Une paire (0, )

est y-compatible si
U(RT) g RW/T,}/*] et 5(RT) g Rr)/'( (T S r).

Théoreme A (Théoreme 1.2.2). L'extension d'Ore A = R[t;0,6] admet une T-graduation
prolongeant celle de R avec t € A., si et seulement si (0, 8) est y-compatible. Une telle graduation

est unique et
Ax = P Ryynt" (a €T).
n>0

Pour T abélien, on retrouve les extensions d’Ore graduées usuelles. Pour I' non abélien,
o peut déplacer les composantes homogenes et y n’a pas besoin de centraliser Supp(R).
Cette torsion disparait aprés un changement de variable dés que R, contient un élément
inversible (Proposition 1.2.8), en particulier pour tout produit croisé. Elle ne disparait pas
en général : I'Exemple 1.3.17 construit une extension gr-simple, graduée par le groupe
fondamental de la bouteille de Klein, dans laquelle aucun changement de variable ne
ramene le degré de t a I'élément neutre.

Une fois la graduation construite, on cherche quand A est gr-simple. Si A est gr-simple,
alors R n’a pas d’idéal gradué non trivial stable par ¢ et §, et § est externe (Proposition
1.3.1). Pour o = id ces conditions suffisent en caractéristique nulle. Des que ¢ # id, elles ne
suffisent plus, déja pour la graduation triviale : sur un domaine commutatif, une extension
d’Ore simple vérifie o = id [24, Theorem 4.4]. L'échec persiste pour la gr-simplicité, parce
que l’élément normal classique tx — xt de 1'algebre de Weyl quantique est homogene
(Proposition 1.3.2). Le résultat suivant montre que, sur un anneau de coefficients gr-simple,

les éléments normaux homogeénes sont les seules obstructions.
Théoréeme B (Théoreme 1.3.8, Corollaires 1.3.9 et 1.3.12). Soit (o, ) une paire -y-compatible.
On suppose que R est gr-simple et que ¢ est un automorphisme.

(1) A est gr-simple si et seulement si A ne contient aucun élément normal homogene unitaire de
t-degré strictement positif.
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(2) SiA, = }:01 01807 est externe pour tout n > 1, alors A est gr-simple.
(3) SicarR = 0 et si 060! — & est interne, alors A est gr-simple si et seulement si 6 est externe.

Les algebres de groupe fournissent des exemples explicites, et pour elles la description
est complete. Soient G un groupe, v € G et x: G — k* un caractere. On gradue kG par G
et I’on pose o (1) = x(7)y7ty L. Les o-dérivations k-linéaires compatibles avec degt = -
sont exactement les applications 6.(7) = ¢(7)T, ou ¢ parcourt les 1-cocycles Z1(G, ky)

(Proposition 1.2.15). L'identité de cocycle signifie exactement que
d: G — Aff(1,k), p-(X) = x(0) X +¢(7),

est un morphisme de groupes. Cette action affine gouverne toute la théorie des idéaux.

Théoréme C (Propositions 1.2.15 et 1.4.7, Théoréme 1.4.8). Soit A = kGlt; o, ] avec degt =

7, et soit k une cloture algébrique de k.
(1) & est interne si et seulement si ¢ € BL(G, ky).

(2) Posons s = y~1t. Alors A est isomorphe, comme anneau G-gradué, a l'anneau de groupe
tordu k[X] x G pour I'action de G par les substitutions affines ¢ .

(3) A est gr-simple si et seulement si ®(G) n’a pas d’orbite finie dans k, si et seulement si la
restriction de [c| a tout sous-groupe d’indice fini est non nulle. Si cark = 0, cela équivaut a
[c] # 0 dans HY(G, ky).

(4) A est simple si et seulement s'il est gr-simple et si ® est injectif. En particulier, si A est
simple, alors G est métabélien.

Les idéaux gradués de A sont 0 et les idéaux Af(s), ou f parcourt les polynomes
unitaires vérifiant f o ¢ € k* f pour tout T (Théoreme 1.4.8). En caractéristique positive,
le critere cohomologique tombe en défaut : aucune extension de ce type sur un groupe
fini n’est gr-simple, alors que H'(G, ky) peut étre non nul, déja pour G = C, (Corollaire
1.4.10).

Les mémes questions ont un sens pour les algebres de Poisson. Soient I' abélien, P une
algebre de Poisson I'-graduée, et B = P[t;a, 0], 'anneau de polynémes de Poisson d’Oh
[22].

Théoreme D (Proposition 1.5.1, Théoréme 1.5.3). Soit v € T.

(1) B admet une graduation prolongeant celle de P avec t € B, si et seulement si (x,0) est
y-compatible.

(2) Supposons cette condition vérifiée et P Poisson gr-simple. Alors B est Poisson gr-simple si
et seulement si B ne contient aucun élément Poisson normal homogene t" + Y;_,, b;t' avec
n>1.

(3) Side plus cark = 0, alors B est Poisson gr-simple si et seulement si 6 n’est pas a-interne.

La partie (3) n’a pas besoin de ’hypothese sur céc ! — § du Théoréme B(3) : le crochet
{a,t"} produit directement nd(a), alors que dans le cas tordu le coefficient correspondant

est A,. Les limites semi-classiques relient les deux cadres (Section 1.5.5).
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Apercu des méthodes

Les démonstrations reposent sur trois idées simples.

La premiére est une comparaison de composantes homogenes. Dans la relation tr = o(r)t +
5(r), les termes o (r)t et 6(r) sont R-linéairement indépendants, puisque A est libre sur R
de base {t"}. Si A est gradué, chacun de ces termes doit donc avoir le degré de tr. C'est
tout le contenu du Théoréme A, et le méme argument sert a ramener une o-dérivation
interne a une o-dérivation y-interne (Lemme 1.2.6).

La deuxieme est la méthode des idéaux de coefficients dominants. A un idéal gradué
] de A et a un entier n, on associe l'ensemble L,(]) des coefficients de " des éléments
de ] de t-degré au plus n. C’est un idéal gradué de R. Si R est gr-simple et si n est le
plus petit t-degré d’un élément non nul de J, on obtient un élément homogene unitaire
de | de t-degré n, et la minimalité de n force cet élément a étre normal. Dans le cas
différentiel, L,(]) est de plus d-stable; dans le cas tordu, il ne I’est plus, et c’est pourquoi
I'élément normal classique de l'algebre de Weyl quantique apparait. L'étude des éléments
normaux unitaires se rameéne ensuite a un calcul du coefficient de ", qui fait apparaitre
la o-dérivation A,,.

La troisieme est un changement de variable qui transforme kGlt; o, d.] en un anneau
de groupe tordu k[X] x G. Les idéaux gradués deviennent alors des idéaux G-stables de
’anneau principal k[X], c’est-a-dire des polyndmes semi-invariants sous l’action affine ®.
Les questions de gr-simplicité deviennent des questions d’orbites finies, et la simplicité se
lit sur le noyau de @ grace au théoreme d’Oinert, que nous démontrons dans le cas intégre
(Proposition 1.1.39).

Organisation du chapitre

La Section 1.1 rassemble les préliminaires : anneaux gradués par un groupe, extensions
d’Ore, cohomologie des groupes en degré un, anneaux de groupe tordus et algébres de
Poisson. Nous y démontrons en détail tous les calculs élémentaires utilisés ensuite. La
Section 1.2 démontre le Théoréme A, étudie les paires compatibles et construit les exemples.
La Section 1.3 est consacrée a la gr-simplicité et démontre le Théoreme B. La Section 1.4
traite les algebres de groupe et démontre le Théoreme C. La Section 1.5 traite les anneaux
de polynomes de Poisson et les limites semi-classiques et démontre le Théoreme D. La

Section ?? situe les résultats dans la littérature.

Conventions

Tous les anneaux sont associatifs, unitaires et non nuls, et les morphismes d’anneaux
préservent l'unité. Sauf mention contraire, les idéaux sont bilateres. La lettre k désigne
toujours un corps. On écrit carR = 0 si nlg # 0 pour tout entier n > 1. Dans tout le
chapitre, I' est un groupe d’élément neutre e, non nécessairement abélien.
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1.1 Préliminaires

Cette section fixe le langage du chapitre. Les résultats y sont classiques. Nous les
démontrons en détail parce qu’ils servent constamment dans les calculs des sections

suivantes.

1.1.1 Anneaux gradués par un groupe

Définition 1.1.1. Un anneau I'-gradué est un anneau R muni d"une décomposition en somme

directe de sous-groupes additifs

R=ER: telleque R,R: CRyr (p,TET).
el
Les éléments de R, sont dits homogenes de degré . Tout r € R s’écrit de fagcon unique
r =) .1 avec rr € Ry et un nombre fini de rr non nuls; r; est la composante de degré T de r.

Le support de R est
Supp(R) = {t €T : Ry # 0}.

Voir [21, 12] pour la théorie générale. Nous utiliserons sans cesse le principe suivant,
qui découle de 'unicité de la décomposition : deux éléments de R sont égaux si et seulement si
leurs composantes de méme degré sont égales. En particulier, si une somme ), x; avec x; € R

est nulle, alors chaque x est nul.
Lemme 1.1.2. Dans un anneau I'-gradué R, ona 1 € R,.

Démonstration. Ecrivons 1 = Y r ur avec ur € Re. Soit x € R, homogene. Alors

x=x-1=2xur, Xur € Ryr.
T

Les degrés pt sont deux a deux distincts quand 7 varie. En comparant les composantes
de degré p, on obtient x = xu,, et xur = 0 pour T # e. Comme tout élément de R est
une somme d’éléments homogenes, ru, = r pour tout r € R. En prenant r = 1, on obtient
u, = 1. Ainsi 1 = u, € R,. ]

Lemme 1.1.3. Soit ¢ € R,, un élément inversible de R. Alors g~' € R, .

Démonstration. Ecrivons g~! = Yo hp avec hy € R,. Alors 1 = ggl = Yo 8hp avec gh, €
R,p. Par le Lemme 1.1.2, 1 € R,. En comparant les composantes, gh, = 0 pour p # 7! et
gh,-1 = 1. Comme g est inversible, h, = ¢~ '(gh,) = 0 pour p # v '. Donc g = h,1 €

R, . O

Définition 1.1.4. Un idéal I de R est gradué s’il est engendré par des éléments homogenes.

Lemme 1.1.5. Pour un idéal I de R, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) I est gradué;
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2 I=®.(INRy);

(3) pour tout r € I, toutes les composantes homogenes r- sont dans I.

Démonstration. (2)<(3) est immédiat. (3)=-(1) : I est engendré par les composantes homo-
genes de ses éléments. (1)=(3) : soit H un ensemble d’éléments homogenes engendrant
I. Tout r € I s’écrit r = ) ;a;x;b; avec x; € H et a;,b; € R. En décomposant 4; et b; en
composantes homogenes, on écrit ¥ comme somme de produits a’x;b’ avec a’, b’ homogenes.
Chacun de ces produits est homogene et appartient a I. La composante 7, est la somme de
ceux qui sont de degré T ; elle appartient donc a I. O

En particulier, si x € R est homogene, 1'idéal bilatére RxR est gradué.
Définition 1.1.6. Un anneau gradué R est gr-simple si 0 et R sont ses seuls idéaux gradués.

Lemme 1.1.7. L'anneau gradué R est gr-simple si et seulement si RxR = R pour tout élément
homogeéne non nul x. En particulier, si tout élément homogene non nul de R est inversible, alors R

est gr-simple.

Démonstration. Si R est gr-simple et x # 0 est homogene, alors RxR est un idéal gradué
non nul, donc égal a R. Réciproquement, soit I # 0 un idéal gradué. Par le Lemme 1.1.5, I
contient un élément homogene non nul x, et R = RxR C I. La derniére assertion suit de
RxR>x x=1. O

Exemple 1.1.8. Soit G un groupe. L'algebre de groupe kG est G-graduée par (kG). = kt.
Tout élément homogene non nul AT est inversible, d'inverse A~1771 Par le Lemme 1.1.7,
kG est gr-simple. Elle n’est en général pas simple : I'idéal d’augmentation, noyau de
Y AT — Y. Ay, est propre et non nul dés que G # {e}.

Exemple 1.1.9. Soient cark # 2 et C; = {1, g}. L'algebre kC; est gr-simple par 1’"Exemple
1.1.8. Elle n’est pas premiere : e = (1 + g) est un idempotent central différent de 0 et 1, et

e(kCy) (1 —e) = (kCy)e(1 —e) =0.

Ainsi un anneau gr-simple n’est pas nécessairement premier. C’est pourquoi les résultats

sur les anneaux premiers, comme ceux de [6], ne s’appliquent pas directement ici.

Exemple 1.1.10. L'anneau de Laurent k[x*!], gradué par Z avec deg x = 1, est gr-simple,
car ses éléments homogenes non nuls Ax" sont inversibles. Il n’est pas simple, car (x — 1)
est un idéal propre non nul. Cet idéal n’est pas gradué : x — 1 a deux composantes x et —1

qui n’appartiennent pas a (x —1).

Exemple 1.1.11. Supposons cark = 0. L'algebre de Weyl A;(k) = k(y,z)/(zy —yz —1) est
graduée par Z avec degy = 1 et degz = —1 : la relation zy — yz — 1 est homogene de
degré 0. Les mondmes y'z/ forment une base, et y'z/ est de degré i — j. L'algebre A;(k)
est simple (Lemme 1.1.25 ci-dessous), donc gr-simple. Ses éléments inversibles sont les
scalaires non nuls (méme lemme); en particulier, A; (k); = span{y/*'z/} ne contient aucun

élément inversible.
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Définition 1.1.12. Un anneau I'-gradué R est un produit croisé si chaque composante R
contient un élément inversible de R.

Les algebres de groupe, et plus généralement les anneaux de groupe tordus (Section

1.1.4), sont des produits croisés.

Définition 1.1.13. Pour 7y € I, on note i, (7) = 47y~ L. Une application additive f: R — R
est ty-graduée si f(Rr) C R, () pour tout T € I'.

Si 7y est central, 1, = id et 1’on retrouve la notion usuelle d’application graduée de
degré e [12, Section 1.1]. Pour I' non abélien, une application ¢,-graduée peut déplacer les
composantes homogenes.

Exemple 1.1.14. Soient R gradué et ¢ € R, inversible. La conjugaison r +— grg~! est
1,-graduée. En effet, g_l € RT1 par le Lemme 1.1.3, donc pour r € Ry,

grg !t e RyRzR )1 € Rypq1.

1.1.2 Extensions d’Ore

Soient R un anneau et ¢ un endomorphisme d’anneau de R.

Définition 1.1.15. Une o-dérivation est une application additive 6: R — R telle que
d(rs) = o(r)d(s) +d(r)s (r,s € R).

En appliquant la régle 4 r = s = 1, on obtient (1) = ¢(1)5(1) + (1) = 25(1), donc
5(1) = 0.
Définition 1.1.16. L'extension d’Ore A = R[t;0, 6] est le R-module a gauche libre de base
1,t,£2,..., munide I'unique multiplication associative qui prolonge celle de R, pour laquelle
Hn = Mt et
tr =o(r)t+6(r) (r € R). (1.1.1)

On écrit R[t; 0] si d = 0 et R[t; 4] sio = id.

L'existence et 1'unicité de A sont classiques [10, Chapitre 2], [20, §1.2]. Tout f € A s’écrit
de facon unique f = ¥; a;t' avec a; € R. Si f # 0, son t-degré deg, f est le plus grand n tel
que a, # 0, et Ic(f) = a, est son coefficient dominant. On pose deg,0 = —oco. Pour n > 1, f
est unitaire de t-degré n si f = t" + Y, _, a;t'". Le t-degré ne doit pas étre confondu avec le
degré dans I' d'un élément homogeéne.

Pour n > 0, notons A, =), Rt" I'ensemble des éléments de t-degré < n.

Lemme 1.1.17. Pourn > letr € R,ona

t'r = o™ (r)t" + Dy (r)t" 1 + (élément de A, 1), Dy =Y oo 1.

En particulier t"r € o"(r)t" + A<y, et A<, v C A~y pour tout n.
P P
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Démonstration. Montrons d’abord que tA.,, C A.,,41 pour tout m. Poura € Reti < m,
(1.1.1) donne
tat' = (ta)t' = o(a)t' ™ +6(a)t' € Acpir.

Procédons par récurrence sur n. Pour n = 1, la formule est (1.1.1) avec D; = 4. Supposons-la

vraie pour n et multiplions a gauche par ¢ :
"y = ta (r)t" + t D, (r)t" 1 4+ t (élément de A, 1).
Par (1.1.1),
to (r)t" = ") £ 50" (1), D, ()Y = oDy () + 8D, (1),
et le dernier terme est dans A.,. Ainsi

'y = ")+ (60" (r) + 0Dy (r) )" + (élément de Ay).

Enfin
Sc" + 0D, =" + Y o/tlse" 1T = Y 0760 = Dy
j=0 j=0
La derniére assertion suit : pour a € R eti < n, at'r € ac’(r)t + A; C Ay O

Remarque 1.1.18. Pour ¢ = id, D,, = nd et I'on retrouve t*r = rt" +nd(r)t" ' + ... Plus
précisément, t"r = Y1 (1)6" " (r)# [10, p. 27].

Lemme 1.1.19. Soient f,g € A non nuls, deg, ¢ = m et deg, f = n. Alors
¢f =1lc(g) o™ (c(f)) "™ + (élément de A<pin).

En particulier :

(1) si f est unitaire, alors Ic(gf) = lc(g) et deg,(gf) = deg, g + deg, f;

(2) si R est intégre et o injectif, alors deg,(gf) = deg, g + deg, f et A est integre.
Démonstration. Ecrivons g = bt" + ¢’ et f = at" + f" avec a = lc(f), b = lc(g), deg, g’ < m
et deg, /' < n. Par le Lemme 1.1.17, bt" at" = bo™ (a)t"*" + (élément de A—y1y). Les

produits bt™ ', ¢'at" et ¢’ f' sont dans A+, pour la méme raison. Si f est unitaire, a = 1
et 0™(1) =1, d’ou (1). Si R est integre et ¢ injectif, 0™ (a) # 0 et bo™(a) #0,d’ou (2). O

Définition 1.1.20. Pour u € R, on pose ,(r) = ur — o(r)u. Une o-dérivation est interne si
elle est égale a 6, pour un u € R, et externe sinon.
Lemme 1.1.21. (1) Pour tout u € R, 6, est une o-dérivation, et u — o, est additive.

(2) Si o est un automorphisme et 6 une o-dérivation, alors o/éo—/ est une o-dérivation pour tout
j €Z.
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(3) Si o est un automorphisme, alors 06,0~} = O (u)-

Démonstration. (1) Pour r,s € R,
a(r)6,(s) +6u(r)s = o(r)us — o(r)o(s)u + urs — o(r)us = urs — o(rs)u = 5,(rs).

L’additivité en u est claire.
(2) Posons 6; = ¢/60/. C’est une application additive. Comme ¢*/ sont des morphismes

d’anneaux,

8i(rs) = o (5 (U_j(i’)()'_j(s))> =0 (Ul_j(r) 60 I(s) + 07 (r) (T_j(S)>
=0(r)0;(s) +6j(r)s.

(3) Pour r € R, on a 8,(c~1(r)) = uc=1(r) — ru. En appliquant ¢ :
08,0 (1) = o(u)r —o(r)o(u) = S uy (7)- O

Définition 1.1.22. Si ¢ est un automorphisme et n > 1, on pose
n—-1 )
Ay =) déo .
j=0

C’est une o-dérivation par le Lemme 1.1.21(2). Pour ¢ = id, on a A,, = nd.

Ona D, " = 2]7-’:_01 olso" gl = ]7-’:_01 01601 = A,. C’est la raison pour laquelle
A, apparait dans I'étude des éléments normaux (Lemme 1.3.7).

Exemple 1.1.23 (Algebre de Weyl quantique). Soient g € k*, R = k[x], o(f)(x) = f(gx) et

sy — Fax) = £,

X

Le quotient est bien un polynoéme, car f(gx) — f(x) s’annule en x = 0. Vérifions la régle
de Leibniz :

5(fg) = f(qx)g(qX)x— f(x)g(x) _ fax) g(qX)x—g(X) N f(qx)x—f(x)

=0 (f)o(g) +d(f)g-

g(x)

Pour m > 1, on a §(x™) = (g"x™ — x™)/x = (g™ — 1)x™~L. En particulier §(x) = g — 1 et
I'extension k[x|[t; o, 6] est ’algebre k(x,t) /(tx — gxt — (g —1)). Pour g =2, 0ona é(x) =1
et la relation devient tx = 2xt 4 1.

Exemple 1.1.24 (Algebre de Weyl). Soit W = k[y|[t;d/dy], de sorte que ty = yt + 1. C’est
l'algebre de Weyl A;(k) de 'Exemple 1.1.11, avec ¢ jouant le role de z. Les mondmes y't/
forment une base de W.
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Lemme 1.1.25. Supposons cark = 0 et soit W = Ay (k) comme dans I'Exemple 1.1.24.

(1) Pour f = Tai(y)tf € W, ona tf — ft = ¥ al(y)t et fy — yf = ¥ ja(y)ti .

(2) W est simple.

(3) Les éléments inversibles de W sont les scalaires non nuls.
Démonstration. (1) Par la Remarque 1.1.18, ta = at +a’ pour a € k[y], donc tajt/ —a;t/'t = a;.tf.
De méme 'y = yt/ + jtI=1, ce qui donne la seconde formule.

(2) Soit I # 0 un idéal et 0 # f € I de t-degré n. Par (1), I'application f — fy —yf
envoie [ dans [ et fait baisser le t-degré de un en multipliant le coefficient dominant par n.
Apres n applications, on obtient n!a,(y) € I, non nul car cark = 0. Si a, est de degré m en
y, alors m applications de f +— tf — ft donnent un scalaire non nul dans I. Donc I = W.

(3) Munissons W du degré total deg(y't/) = i+ j et notons gr(f) la composante
homogene de plus haut degré de f dans la base {y't/}. Comme ty — yt = 1 est de degré
0 < 2,0nagr(fg) = gr(f)gr(g), o le produit est calculé dans I'anneau commutatif
integre k[y, t]. Ainsi le degré total est additif. Si fg = 1, alors deg f + degg = 0, donc f et
g sont des scalaires. O

Définition 1.1.26. Un élément f d’'un anneau S est normal si Sf = fS.

Si f est normal, Sf est un idéal bilatere : (Sf)S = S(fS) = S(Sf) = Sf. Si de plus S est
gradué et f homogene, Sf est un idéal gradué, car il est engendré par I'élément homogene
f.

1.1.3 Cohomologie des groupes en degré un

Soit G un groupe. Un caractére de G est un morphisme de groupes x: G — k*. On note
ky le corps k vu comme G-module par 7-A = x(7)A. Voir [3] pour la cohomologie des

groupes; nous n’utiliserons que le degré un, que nous décrivons de fagon élémentaire.

Définition 1.1.27. Un homomorphisme croisé, ou 1-cocycle, pour x est une application c: G —
k telle que

c(tp) =c(t) + x(T)c(p)  (T,p €G). (1.1.2)

Les 1-cocycles forment un k-espace vectoriel Z!(G, k). Les cobords sont les applications
x(x —1): T+ x(x(1) — 1) avec x € k; ils forment un sous-espace B!(G, k), et

HY(G,ky) = Z'(G,ky)/B (G, ky).

La classe de c est notée [c].

Vérifions que les cobords sont des cocycles. Si c = x(x — 1), alors

() + x(7)e(p) = xx(7) — x + xx(1)x(0) — xx(7) = x(x(Tp) — 1) = c(7P).

Lemme 1.1.28. Soit c € Z1(G, ky).
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(1) c(e) =0etc(t™!) = —x(t)"te(T) pour tout T € G.
(2) Si x =1, alors Z'(G,k;) = Hom(G, k) et B'(G, k1) = 0; donc H'(G, k) = Hom(G, k).

(3) Pour un sous-groupe H de G, la restriction c|y appartient a Z'(H,k,, ), et la restric-

tion envoie B'(G,ky) dans B*(H, k
HY(H,ky,), [ - el

X\H)

)+ Elle induit donc une application H'(G,ky) —

Démonstration. (1) Avec T = p = e, (1.1.2) donne c(e) = c(e) + ¢(e), donc c(e) = 0. Avec
p =171, onobtient 0 = c(e) = c(1) + x(7)c(t71).

(2) Si x =1, (1.1.2) s’écrit c(tp) = c(t) + c(p) : les cocycles sont les morphismes
G — (k,+). Les cobords x(x — 1) sont nuls.

(3) L'identité (1.1.2) restreinte a H est 'identité de cocycle pour x|g, et x(x —1)|g =
x(x|g—1). O

Lemme 1.1.29. Si x(z) # 1 pour un élément z du centre de G, alors H' (G, k) = 0. En particulier,
si G est abélien et x # 1, alors H'(G, ky) =0.

Démonstration. Soit ¢ € Z'(G,ky) et T € G. Comme zT = 7z, (1.1.2) appliquée aux deux
écritures donne

c(z) + x(2)e(1) = c(z27) = ¢(72) = o(7) + x(T)c(2).

Donc (x(z) —1)e(7) = (x(7) —1)c(z), c'est-a-dire ¢(t) = x(x(7) — 1) avec x = ¢(z) (x(z) —
1)~1. Ainsi ¢ € BY(G, ky). O

Lemme 1.1.30. Si G est fini et cark = 0 (plus généralement, si |G| est inversible dans k), alors

Démonstration. Soit ¢ € Z'(G,k,) et posons S = Yoec c(p). Pour T € G fixé, p — Tp est
une bijection de G, donc en sommant (1.1.2) sur p :

S = Zc(fp) = |G| e(T) + x(7)S.
)

Ainsi ¢(t) = (1 —x(7))S/|G| = x(x(t) — 1) avec x = —S/|G]|. O

Le groupe affine de la droite

Le groupe affine Aff(1,k) est le groupe des applications X +— aX + b de k dans k, avec
a € k* etb € k, pour la composition. Notons [a, b] I'application X +— aX + b. Alors

la,b] o [d, V] = [ad’, ab’ + b], [a,b] 7t =[a~1, —a D] (1.1.3)

L’application [4,b] — a est un morphisme surjectif sur k*, de noyau le groupe des
translations {[1,0]} = (k,+). Ainsi Aff(1,k) =k x k*.
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Définition 1.1.31. Un groupe est métabélien s’il possede un sous-groupe normal abélien de

quotient abélien.

Le groupe Aff(1, k) est métabélien, et tout sous-groupe H d’un groupe métabélien G
I'est : si N < G est abélien avec G/ N abélien, alors H N N est normal abélien dans H et
H/(HNN) = HN/N C G/N est abélien. Un groupe métabélien est résoluble; un groupe
libre de rang au moins deux n’est pas résoluble, donc pas métabélien.

Lemme 1.1.32. Soient x: G — k™ une application et c: G — k une application. Posons ¢, =
(x(7), e(7)].

(1) L'application ®: T — ¢ est un morphisme G — Aff(1,k) si et seulement si x est un
caractere et ¢ € Z1(G, ky). Tout morphisme G — Aff(1,k) est de cette forme pour un unique
couple (x,c).

(2) Pour x € k,onac = x(x — 1) si et seulement si p(—x) = —x pour tout T. En particulier,
[c] = 0si et seulement si ®(G) a un point fixe dans k.

Démonstration. (1) Par (1.1.3), ¢: 0 ¢, = [x(7)x(0), x(T)c(p) + ()], alors que @, =
[x(tp),c(tp)]. L'égalité équivaut a x(tp) = x(7)x(p) et a (1.1.2). Un morphisme ¥: G —
Aff(1,k) s’écrit ¥ (1) = [x(7), c(T)] pour des applications uniques x, ¢, qui vérifient alors
les deux identités.

(2) On a ¢(—x) = —x(7)x +c(7), qui vaut —x si et seulement si ¢(7) = x(x(7) —
1). O

Lemme 1.1.33. Soient F le groupe libre sur sy, ...,sm, x: F — k* un caractére et uq, ..., u, € k.

11 existe un unique ¢ € Z1(F, ky) tel que c(s;) = u; pour tout i.

Démonstration. Existence : par la propriété universelle du groupe libre, il existe un mor-
phisme ¥: F — Aff(1,k) tel que ¥(s;) = [x(si), ui]. Sa partie linéaire est un caractere
qui coincide avec x sur les générateurs, donc égal a x. Par le Lemme 1.1.32, sa partie de
translation ¢ est un cocycle, et ¢(s;) = u;. Unicité : un cocycle est déterminé par ses valeurs
sur les générateurs, car (1.1.2) et le Lemme 1.1.28(1) calculent ¢ sur tout mot en les sijtl par

récurrence sur la longueur. O

1.1.4 Anneaux de groupe tordus

Soient S un anneau et : G — Aut(S), T — 6, un morphisme de groupes.

Définition 1.1.34. L'anneau de groupe tordu S xg G est le S-module a gauche libre de base

{ur}rec, muni de la multiplication

(fur)(gup) = fO0(g)usp  (f,§€S, 7,0 €G).
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Vérifions I'associativité sur des éléments fur, gu,, hiy :

((f”r)(gup)) (huz) = f0:(g) Ozp(h) tirpm,
(fur) ((gup)(huﬂ)) =fbr (gep(h))”mn = f0:(g) 06 (h) trpr.

Les deux coincident car 6, = 6:6,. L'unité est 1u, ; on identifie S a Su,. Ona u.g = 6 (Q)ur
et ucup1 =u, =1.

L'anneau S xy G est G-gradué par (S Xy G) = Suir; c’est un produit croisé, car i est
inversible de degré t. Un idéal I de S est G-stable si 6,(I) C I pour tout T, et S est G-simple
si 0 et S sont ses seuls idéaux G-stables.

Lemme 1.1.35. Les applications | — | NS et I — @ Iu sont des bijections réciproques entre
les idéaux gradués de S xg G et les idéaux G-stables de S. En particulier, S xg G est gr-simple si et
seulement si S est G-simple.

Démonstration. Soit | un idéal gradué et I = J NS, unidéal de S. Pour f € I, ufu,1 =
0:(f) € JNS = I, donc I est G-stable. Comme ] est gradué, ] = @, J. avec Jr = ] N Sux.
Si fu; € J, alors f = (fur)u,.1 € JNS = I; réciproquement [u; C J. Donc J; = lu; et

J =, Tu,.
Soit I un idéal G-stable. Posons | = @, [u,. Pour g€ S, f € [ et 7,p € G,

(gup)(f”T) = gep(f)up‘r € lupe, (fur)(gup) = fer(gﬁlrp € Tuqp.
Donc | est un idéal, gradué, et ] N S = I. Les deux applications sont réciproques. O

Un sous-anneau commutatif C d’'un anneau T est maximal commutatif s'il coincide avec

son commutant {a € T : ac = ca Vc € C}. Le théoréme suivant est di a Oinert.

Théoreme 1.1.36 ([23]). Soit S un anneau commutatif. L'anneau de groupe tordu S xy G est
simple si et seulement si S est G-simple et maximal commutatif dans S xg G.

Nous n’utiliserons ce théoréme que lorsque S est intégre. Dans ce cas, nous en donnons
une démonstration complete, qui rend le chapitre autonome. Pour a = ) ; frur, on note
Supp(a) = {7: fr #0}.

Lemme 1.1.37. Soit S un anneau commutatif integre. Alors S est maximal commutatif dans S Xy G
si et seulement si 6 # id pour tout T # e.

Démonstration. Soita =) ; frur. Pour g € S,
g4 —ag = Z(‘o’fr - fTGT(g))uT = Zf”r(g - 97(8))”Tr (1.1.4)
T T

en utilisant la commutativité de S. Donc a commute avec S si et seulement si f7(0-(g) —
¢) = 0 pour tous T et g. Si 0 # id pour T # e, on choisit g avec 0,(g) # g, l'intégrité
donne fr = 0, donc a € S. Si au contraire §; = id pour un T # ¢, alors u; ¢ S commute
avec S. O]
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Lemme 1.1.38. Soit S commutatif et maximal commutatif dans S x¢ G. Alors tout idéal non nul |
de S X9 G vérifie JN'S # 0.

Démonstration. Choisissons a € ] non nul de support de cardinal minimal. Soit 15 €
Supp(a). L'élément 1 = Y. fT”rro‘l est dans J, a un support de méme cardinal, et
contient e dans son support. On peut donc supposer e € Supp(a). Pour g € S, I’élément
ga —ag € ] est donné par (1.1.4); son coefficient en ¢ est f.(g — 6.(g)) = 0, donc son
support est strictement contenu dans celui de 4. Par minimalité, ga —ag = 0. Ainsi a
commute avec S, et a € S par maximalité. Donc 0 #a € [N S. O

Proposition 1.1.39. Soit S un anneau commutatif intégre. L'anneau S X9 G est simple si et
seulement si S est G-simple et 0 est injectif.

Démonstration. Supposons S G-simple et 6 injectif. Par le Lemme 1.1.37, S est maximal
commutatif. Soit | # 0 un idéal. Par le Lemme 1.1.38, JN'S # 0. C’est un idéal de S, et il
est G-stable car 0;(f) = ufu, 1 € Jpour f € JNS.Donc JNS=S5,1€Jet]=5xyG.
Réciproquement, si S n’est pas G-simple, un idéal G-stable propre non nul I donne
lI'idéal propre non nul @ Iu, (Lemme 1.1.35). Supposons enfin que le noyau N de 6 soit
non trivial. Le groupe G/ N agit sur S par 6,y = 07, ce qui est bien défini. L’application

P: Sx9G — S x5 (G/N), fuc = fiien,

est un morphisme d’anneaux : ¥ ((fu<)(gu,)) = f0:(8)ilcon = (filen)(gipn). Elle est
surjective, et son but est non nul. Pour 7 € N\ {e}, ona ¢(ur — 1) = iiy —iiy = 0, alors

que ur — 1 # 0. Son noyau est donc un idéal propre non nul, et S xg G n’est pas simple. [

1.1.5 Algébres de Poisson

Définition 1.1.40. Une algebre de Poisson est une k-algebre commutative P munie d'un

crochet de Lie {—, —} qui est une dérivation en chaque variable :
{a,bc} = {a,b}c+b{a,c} (a,b,c € P).

Elle est I'-graduée si P,Pr C P, et {P,, Pr} C Py pour tous p, 7. Un idéal de Poisson est un
idéal I tel que {P,I} C I. L'algebre P est Poisson gr-simple si 0 et P sont ses seuls idéaux de
Poisson gradués. Un élément f € P est Poisson normal si {P, f} C fP.

Si f est Poisson normal, Pf est un idéal de Poisson : {a,bf} = {a,b}f + b{a, f} € Pf.

Définition 1.1.41. Une dérivation de Poisson de P est une dérivation a de l’algébre com-
mutative P telle que a({a,b}) = {«(a), b} + {a,«(b)}. Etant donnée &, une a-dérivation de

Poisson est une dérivation ¢ de P telle que

5({a,b}) = {6(a), b} + {a,5(b)} + a(a)(b) — 6(a)a(b)  (a,b € P). (1.1.5)
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Pour u € P, on pose 0} (a) = {u,a} — ua(a). On dit que & est a-interne si § = &}, pour un
uecP.

Théoréeme 1.1.42 (Oh [22, Theorem 1.1], [18, Theorem 2.1]). Soient a,d des applications k-
linéaires de P dans P. Il existe un crochet de Poisson sur 1'algébre de polyndmes P|t] qui prolonge

celui de P et vérifie
{t,a} = a(a)t+6(a) (a €P) (1.1.6)

si et seulement si « est une dérivation de Poisson et 6 une a-dérivation de Poisson. Un tel crochet

est alors unique.

On note ce crochet B = Plt;«, 5]p, avec la convention de signe de [18]. L'unicité est
claire : par la regle de Leibniz, le crochet de deux polynomes est déterminé par les crochets
dans P et par (1.1.6). Pour la nécessité, qui explique la forme de (1.1.5), supposons que « et
J soient des dérivations et écrivons l'identité de Jacobi {t, {a,b}} = {{t,a},b} + {a,{t, b} }.
Le membre de gauche vaut a«({a,b})t + 6({a,b}). Ensuite

{{t,a},b} ={a(a)t+6(a),b} = a(a){t,b} + {a(a), b}t + {5(a),b}
= a(a)a(b)t + a(a)d(b) + {a(a), b}t + {6(a),b},

{a,{t,b}} = {a,a(b)t+6(b)} = {a,a(b) }t +a(b){a,t} + {a,6(b)}
= {a,a(b)}t —a(b)a(a)t —a(b)d(a) + {a,é(b)}.

Les termes en a(a)a(b)t se simplifient. En identifiant les coefficients de t et les termes
constants, on obtient exactement que a est une dérivation de Poisson et (1.1.5).

Démontrons la suffisance, qui nous sera utile pour comprendre la structure de B.
Supposons que « soit une dérivation de Poisson et § une a-dérivation de Poisson.

Etape 1 : construction d'un crochet biderivation. Pour a € P, soit D, I'unique dérivation
de l'algébre commutative P[t| qui prolonge {a, —} et vérifie D,(t) = —(«(a)t + 6(a)). Soit
D; l'unique dérivation de P[t] telle que D;(b) = a(b)t + 6(b) pour b € P et D;(t) = 0. Ces
dérivations existent : une dérivation de P a valeurs dans le P-module P[t] se prolonge de
fagon unique a P[t] dés qu’on prescrit la valeur en t, et b — a(b)t 4 6(b) est une dérivation
de P dans P[t] puisque & et § en sont. Pour f = Y, a;t!, posons

{f,8} =Y (¥Dy(8) +iait ' Di(g)).

i

Pour f fixé, g — {f, g} est une dérivation, combinaison a coefficients dans P[t] de dériva-

tions. Sur les mondmes, on obtient
{at', bt} = {a, b}t +iat T (a(b)t +6(b)) — jbt " (a(a)t + 5(a)).

Cette expression change de signe quand on échange (a,i) et (b,]); le crochet est donc
antisymétrique, et par suite une dérivation en chaque variable. Il prolonge le crochet de P
(i =7 =0)et vérifie (1.1.6) (a=1,i=1,j=0).
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Etape 2 : le jacobiateur est une dérivation. Posons J(x,y,z) = {x,{y,z}} + {y, {z, x}} +
{z,{x,y}}. Il est invariant par permutation circulaire et, par antisymétrie du crochet,
J(y,x,z) = —](x,y,z). Montrons que | est une dérivation en z. En développant avec la

régle de Leibniz,

{x Ay zw}} = {x Ay, 2} }w +{y, zH{x w} + {x, 2}{y, w} + z{x, {y, w}},
{y {zw,x}} = —{y {x 2} jw — {x 2}y, w} —{y, 2}{x, w} - z{y, {x, w}},
{zw, {x,y}} = {z {x y}}w +z{w, {x y}}.

Les termes croisés se simplifient, et comme —{y, {x,z}} = {y, {z, x}}, la somme vaut
J(x,y,z)w + z](x,y, w). Par les symétries de J, c’est une dérivation en chaque variable.

Etape 3 : annulation. Une dérivation de P[t] nulle sur P U {t} est nulle. 1l suffit donc de
voir que | s’annule quand ses trois arguments sont dans P U {t}; on conclut en libérant
successivement les trois variables. Sia,b,c € P, J(a,b,c) = 0 par I'identité de Jacobi dans
P.Ona J(t t,a)={t,{t,a}} +{t, {a,t}} +{a {t,t}} =0et J(tt,t) = 0 par antisymétrie.
Enfin

J(t,a,b) = {t,{a,b}} — {{t,a},b} —{a,{t,b}},
et le calcul de nécessité ci-dessus montre que cette expression vaut

(«({a,b}) = {a(a), b} — {a,a(b)})t
+0({a,b}) — {6(a),b} —{a,6(b)} — a(a)d(b) + 5(a)a(b),

qui est nul par hypothese. Les autres ordres des arguments s’en déduisent par les symétries
de J. Donc | =0, et {—, —} est un crochet de Poisson.

Lemme 1.1.43. Dans B = P[t;a,d],, poura € Petn >0,
{a,t"} = —nt" Y(a(a)t + 6(a)), {t,t"} = 0.

Démonstration. Le crochet {a, —} est une dérivation de l'algebre commutative B, donc
{a,t"} = nt""{a,t} par récurrence sur n. Bt {a,t} = —{t,a} = —(a(a)t + 6(a)). De méme
{t,t"} = nt" " {t,t} = 0. O

Limites semi-classiques

Soient S une k-algebre et i € S un élément central qui n’est pas diviseur de zéro, tels

que S/hS soit commutatif. On note a I'image de a € S dans S/hS.

Lemme 1.1.44. Pour a,b € S, I'élément ab — ba appartient a hS et s’écrit de fagon unique h ¢ avec
¢ € S. La formule {a,b} = ¢, que I'on note h—1(ab — ba), définit un crochet de Poisson sur S/hS.

Démonstration. Comme S/hS est commutatif, ab — ba € hS. L'écriture ab — ba = hc est

unique, car h n’est pas diviseur de zéro. Si I'on remplace a par a + hs, le commutateur
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devient ab — ba + h(sb — bs), et ¢ est remplacé par ¢ + (sb — bs), qui a la méme image
puisque sb — bs € hS. Il en est de méme pour b. Le crochet est donc bien défini; il est
bilinéaire et antisymétrique.

Regle de Leibniz : dans S, [a,bb'] = [a, b]b’ + bla,V’]. Si [a, b] = hc et [a,b'] = hc’, alors
[a,bb'] = h(cb' + bc'), d’our {a,bb'} = ¢b’ + be'.

Identité de Jacobi : écrivons [a, b] = hc et [c,d] = hcy. Alors [[a,b],d] = h[c,d] = h?c; et
¢1 = {{a,b},d}. L'identité de Jacobi pour le commutateur, [[a,b],d] + [[b,d],a] + [[d, 4], b] =
0, donne h?(c1 + ¢ + ¢3) = 0 avec des notations évidentes. Comme & n’est pas diviseur de
zéro, ¢1 + c» + ¢3 = 0, d’ou I'identité de Jacobi dans S/hS. O

L'algebre de Poisson S/hS s’appelle la limite semi-classique de S.

1.2 Graduations des extensions d’Ore

Dans cette section, R est un anneau I'-gradué, ¢ un endomorphisme d’anneau de R,
0 une o-dérivation et A = R[t;0,5]. Nous démontrons le Théoréme A, établissons les
propriétés de base des paires compatibles et construisons les exemples utilisés dans la

suite.

1.2.1 Paires compatibles et existence de la graduation

Définition 1.2.1. Soit v € I'. La paire (o, ) est y-compatible si

c(R:) CR et 0(R¢) € Ryr (tel). (1.2.1)

Tyt
Dans ce cas, ¢ est dite y-interne si 6 = J,, pour un u € R., et y-externe sinon.

La premiere condition dit que o est 1,-gradué (Définition 1.1.13). La seconde dit que &
est homogene de degré <, le degré agissant par translation a gauche. Avant de démontrer
le théoreme, expliquons d’ot1 viennent ces conditions. Si A est gradué avec t de degré -y et
sir € Ry, alors tr est homogene de degré y7. Dans tr = o(r)t + (r), le terme o(r)t est de
degré dego(r) - 7y, et le terme (r) de degré degd(r). On doit donc avoir dego(r) - v =T
et degé(r) = 1, C'est-a-dire dego(r) = yty ! et degd(r) = 1.

Théoreme 1.2.2. Soit y € T'. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A admet une T-graduation { Ay }acr telle que Ry C A¢ pour tout Tett € Ay}
(ii) (o,0) est y-compatible.

Dans ce cas, la graduation de (i) est unique, a savoir

Ay = PRyt (a€T). (1.2.2)

n>0

De plus, si 6 # 0, I'élément vy est déterminé par é.
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Démonstration. Etape 1 : (ii)=(i), la décomposition. Définissons A, par (1.2.2). Comme A =
@D,.>0 Rt" est libre sur R et R = @, Ry, on a

A= PRt

n>0 pel

Chaque sommande R,t" est placé dans Ay, : en effet p = ay™" équivaut a « = py". Pour
n fixé, p — py" est une bijection de I'. Ainsi chaque couple (7, p) apparait dans exactement
un A,, et A = @, A,. Par le Lemme 1.1.2,1 € R, = Rt° C A,.

Etape 2 : multiplication a gauche par R. Soient r € R, et B € I'. Un élément de Ag
est somme d’éléments bt" avec b € Rg,-». Alors rb € Rygy-n, donc rbt" € App. Ainsi
RpyAp C Agp.

Etape 3 : multiplication & gauche par t. Soient r € Ry etn > 0; alors rt" € Apyn. Par (1.1.1)
et (1.2.1),

trt" = (tr)t" = o (r)t" T+ 5(r)t", o(r) €R 5(r) € Ryp.

Yoy~ ts

Le premier terme est dans A = Aypyn et le second dans Ay pyn. Donc trt" € A

7@771'Yn+1 P')/”) .
Comme Ap est engendré additivement par de tels rt" avec py" = B, on obtient tAg C Ap.
Etape 4 : multiplicativité. Par récurrence sur m, " Ag C A,mg : si c’est vrai pour m, alors

thAﬁ = t(thﬁ) C tAymg C Apnirg. Soient r € R, et m > 0. Par les Etapes 2et4,
(rtm)Aﬁ - T(th/;) g RPA'YW/S g Apr)/mﬁ.

Comme A, est engendré additivement par les rt" avec r € R, et py" = «, on conclut
AyAp C Aup. La graduation vérifie Ry = RPC Arett=1-te Rt C A,.

Etape 5 : (i)=>(ii). Soient {A,} une graduation comme en (i) et 0 # r € R. Ecrivons
o(r) = Y,sp et 8(r) = ¥, dp avec sp, dp € R,. Par (i), spt € Apy, dy € Ap et tr € Aqr. Pour
B €T, la composante de degré § de

tr=Y spt+) d,
3 3

est sg, 1t + dg. Pour B # 77, elle est nulle puisque tr € A,;. Comme 1 et ¢t sont R-
linéairement indépendants dans A, on obtient sg,-1 = 0 et dg = 0. Ainsi s, = 0 sauf pour
yry-1 €8 0(r) € Ryr.

Etape 6 : unicité. Soit { A’} une graduation comme en (i). Alors t € A/, donc " € Al

p =1y !, etd, = 0 sauf pour p = 7. Donc 0(r) € R

et Ryt" C A;M. Donc A, C A} pour tout a. Soit a € A,. Ecrivons a = Y.gap avec
ag € Ap C Ap. L'unicité des composantes pour la graduation {Ay} donne a = a,, donc
a € Ay Ainsi A, = A,.

Etape 7 : y est déterminé par 5. Si 6 # 0, il existe un élément homogene x € R; tel que
d(x) # 0, car J est additive et R est engendré par ses éléments homogenes. Si y et 7/
vérifient tous deux (1.2.1), alors 0 # 6(x) € Ryt N Ryr, donc 4T = 't ety =7/, O
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Remarque 1.2.3. Si § = 0, 'élément 7 n’est pas déterminé en général. Par exemple, si
R = R, est trivialement gradué et 6 = 0, alors (c,0) est y-compatible pour tout 7, et R[¢; 0]

admet une graduation avec degt = -y pour tout v € I'.

Remarque 1.2.4. Pour I' abélien, les conditions (1.2.1) disent que ¢ préserve les degrés et
que ¢ les décale de . Pour I' = Z et v = 1, on retrouve les extensions d’Ore graduées
usuelles [27]. Pour I' non abélien, ¢ est 1,-gradué mais pas nécessairement gradué : on
a 0(R;) C R; pour tout 7 si et seulement si Y7y~ = T dés que o(R;) # 0. En effet, si
o(R:) # 0 est contenu dans R; et dans R

non nulle, donc elles coincident.

yTy~1s CES deux composantes ont une intersection

Remarque 1.2.5. Si ¢ = id, la condition R; C R,,, 1 impose yTy~! = T pour tout T €

Y-
Supp(R). Donc 7y centralise Supp(R) et §(Rr) C Ryt = Ry,. On retrouve [1, Proposition

2.1].

1.2.2 Propriétés des paires compatibles

Lemme 1.2.6. Soit (0, ) une paire y-compatible.
(1) Pour u € R, la paire (o, 6,) est y-compatible.
(2) 6 est y-interne si et seulement si 6 = 6, pour un u € R quelconque. Plus précisément, si
0 =0, avec u = Zp up, alors 6 =6,
(3) Si o est un automorphisme, alors ¢/ (R;) = R, iz, pour tous j € Zett €T, lapaire
(0,076077) est y-compatible pour tout j € Z, et 0(R,) = R,,.

Démonstration. (1) Pour r € Ry, on a ur € Ryr et o(r)u € R,,-1R, C Ryr. Donc 8,(r) €
R
(2) Supposons 6 = 6, avec u =}, iy, et soit r € Rr. Alors

0

On a pT = y7 si et seulement si p = v, et 'yT'y*lp = 77 si et seulement si p = y. Comme
d(r) € Ryr, la comparaison des composantes de degré y7 donne 4(r) = u,r — o (r)u, =
du, (r). Par additivité, & = ¢, sur R.

(3) Montrons d’abord ¢(R:) = R, .-
comme ¢ est surjectif, x = o(y) avec y = Y, y,. Les termes c(y,) € R,,,1 sont

1. L'inclusion C est la compatibilité. Soit x €

Ryt
dans des degrés deux a deux distincts; en comparant les composantes de degré 7t~ !, on

obtient x = 0(y). Donc ¢(R¢) = R.,,,-1. Comme ¢ est bijectif, en appliquant cette égalité

Ty

a -y 1py on obtient 01 (R,) = R, 15, Une récurrence sur |j| donne o/(R;) = R,jz,-i pour
tout j € Z; en particulier 0(R,) = R,
Posons ¢6; = olé0~7; ¢’est une o-dérivation par le Lemme 1.1.21(2). Pour a € R;, on a

successivement

O'_j(a) S R,rjr,yj, 5(7_j(a) S R,ijT,Yj, (5]-(a) € R,yj,yl—jr,yj,y—j = Ryr. ]
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Par le Lemme 1.2.6(2), une o-dérivation y-compatible est y-interne si et seulement si
elle est interne. Nous dirons désormais simplement interne ou externe. Le cas interne se
ramene a un anneau de polyndmes tordus, comme dans le cas non gradué [9, Lemma 1.5].
Lemme 1.2.7. Soit (0, 6) une paire -y-compatible avec 6 = J, et u € R.,. Posons s =t — u. Alors :

(1) s € A, et sr = o(r)s pour tout r € R;

(2) {s"}u>o est une base du R-module a gauche A, et A est I'anneau de polyndmes tordus gradué
Rl[s; o] avec degs = vy;

(3) As est un idéal gradué propre et non nul de A.

Démonstration. (1)t € A, etu € R, C A,, doncs € A,. Pour r € R, comme 6(r) =

ur —o(r)u,
sr=tr—ur=o(r)t+ur—o(r)u—ur=o(r)(t —u) =o(r)s.

(2) Montrons par récurrence que s" —t" € A-,. C’est clair pour n = 0,1.Sis" =t"+ ¢
avec § € Ay, alors

s = (" 4 ) (t—u) = "t — t'u 4 gt — qu.

Par le Lemme 1.1.17, t"u € A.,+1 et gu € A<y, enfin gt € A,41. Donc gt —pntl ¢
A_y+1. Ainsi la matrice de passage de {t"} a {s"} est triangulaire unipotente, et {s"} est
une base. La relation sr = ¢(r)s montre que A = R[s; 7).

(3) Pour r € Retn >0, s(rs") = o(r)s"™! € As, donc sA C As et I'idéal a gauche As
est bilatére. Dans la base {s"}, on a As = @,,>1 Rs", donc 1 ¢ As. Il est gradué car s est

homogene, et non nul car s # 0. O

1.2.3 Changement de variable
La torsion par i, disparait dés que R, contient un élément inversible.

Proposition 1.2.8. Soient (o, ) une paire y-compatible et § € R, un élément inversible de R.
Posons

t=g¢% d@r)=gto(rg =g
Alors :
(1) t' € Aget 'r =o' (r)t' + &' (r) pour tout r € R;
(2) o' est un endomorphisme d’anneau gradué de R, et &' est une o’'-dérivation graduée de degré
€;
(3) {t"}u>0 est une base du R-module a gauche A, donc A = R[t';0”,6'] avec degt’ =e;

(4) si o(r) = grg~"! pour tout r, alors ¢’ = id et A est I'anneau de polynomes différentiels
gradué R[t';¢').
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Démonstration. Par le Lemme 1.1.3, g71 € Ry
(I)Onat e R, 1Ay C A.. Pourr € R,

tr=g tr=g¢lo(Mt+g () =g lo(r)gg t+ g 6(r) =o' (Nt + (7).

(2) ¢’ est la composée de ¢ et de la conjugaison par ¢~!, donc un endomorphisme
d’anneau. Pour r, 7 € R,

§(r) = 7 (e 3() +50)7) = g o (r)g g o(F) +87 6
=d(r)d'(r)+6'(r)r.

POUI‘ r e RTI 0'/(7") S R771R7T771R’Y g RT et (S,(I") € R,Y—lR')/T g RT'
(3) Montrons par récurrence que t"”" = u,t" + (élément de A, ) avec

nfl(

up =g lo(g 0" g,

Pour n = 1, c’est la définition. Si c’est vrai pour #, alors, par le Lemme 1.1.17,
Pl =t o7 = (ut" + h)g Mt = uuo” (g7 4 (6lément de A1),

avec h € Ay, et 41 = u,0"(g~"). Chaque 07(g~1) est inversible, d’inverse ¢’/(g), donc u,
est inversible. La matrice de passage de {t"} a {t'"} est triangulaire a coefficients diagonaux
inversibles; {t"} est donc une base. Avec (1), A = R[t/; ¢, '].

(4)Sio(r)=grg~ !, alors o' (r) = g lgrg g =r. O

Corollaire 1.2.9. Si R est un produit croisé (Définition 1.1.12), toute extension A = R[t; 0, ]
graduée avec degt = vy s'écrit R[t';0’,5'] avec degt’ = e et o’ gradué.

Ainsi, pour les produits croisés, et en particulier pour les algébres de groupe, le degré
non central de f reflete seulement le choix du générateur. Un degré qui ne peut pas étre
ramené a e de cette facon exige que R, ne contienne aucun élément inversible. Nous
verrons deux tels exemples : I'Exemple 1.2.13, qui n’est pas gr-simple, et I'Exemple 1.3.17,
qui lest.

1.2.4 Vérification sur des générateurs
En pratique, on vérifie la compatibilité sur un systéme de générateurs.

Lemme 1.2.10. Soient o un endomorphisme d’anneau de R, 6 une o-dérivation et X un ensemble

d’éléments homogenes qui engendre R comme anneau. Si 0(x) € R 1etd(x) ER

v deg(x)y 7 deg(x)

pour tout x € X, alors (o, ) est y-compatible.

Démonstration. Appelons bon un élément homogene u € R, tel que o(u) € R, 4,1 et
d(u) € Ryy. L'élément 1 € R, est bon, car ¢(1) =1 et 6(1) =0.Siu € Ry et v € Rg sont
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bons, uv l'est : 0(uv) = o(u)o(v) € R R 1 et

yaylypy=l T Nyapy

S(uv) = o(u)6(v) +6(u)v € Rypp-1Ryp + RyaRg € Ry

Les produits d’éléments de X sont donc bons, de méme que leurs opposés. Soit r € R.
Comme X engendre R, on peut écrire r = }, pp, out p, est une somme de produits
+xq---x de degré p. Alors p, € R,, et 'unicité de la décomposition donne p; = r et

pp = 0 pour p # 7. Par additivité, o(r) = o(pr) € R, -1 et 6(r) = 5(pc) € Ryr. O

TY

Ce lemme justifie les vérifications faites sur les générateurs dans les Exemples 1.2.13 et
1.3.17.

Proposition 1.2.11 (Classification sur k[x]). Soit R = k[x], gradué par Z avec degx = 1, et
soit o un automorphisme gradué. Alors o(x) = Ax avec A € k*, et les o-dérivations k-linéaires
compatibles avec degt = m € Z sont données par §(x) = ux"*! avec u € k, ot y = 0 si
m < —1. L'anneau A = k[x|][t; o, ] est gr-simple si et seulement si cark =0, m = —1, A = 1 et
u # 0, c’est-a-dire si et seulement si A est 'algebre de Weyl A1 (k) en caractéristique nulle.

Démonstration. Comme Z est abélien, 1, = id, et ¢ est gradué : o(x) € Ry = kx,
donc o(x) = Ax, avec A # 0 puisque o est bijectif. Une o-dérivation k-linéaire est
déterminée par 6(x), par la regle de Leibniz, et toute valeur est possible : on pose
6(x") = Y Alxi 5(x) x" 7171, et la regle de Leibniz se vérifie sur les mondmes. La com-
patibilité, qu’il suffit de tester sur x (Lemme 1.2.10), impose 6(x) € R,,11, c’est-a-dire
S(x) = ux™ ety =0sim+1<0.

Cas u = 0. Alors 6 = 0 = J est interne et A n’est pas gr-simple (Proposition 1.3.1).

Casm > 0 et pu # 0. Alors 6(x") € x"R pour n > 1, car §(x) € xR. L'idéal gradué (x)
est donc stable par o et §, et A nest pas gr-simple (Proposition 1.3.1).

Cas m = —1, u # 0, A # 1. La relation est ftx = Axt + u. Posons z = tx — xt =
(A —1)xt + u, homogene de degré 0. Alors

zx = (A = 1)x(tx) + px = (A — D)x(Axt + p) + px = A((A — 1)t + px) = Axz,
tz = (A = 1)(tx)t + ut = (A — 1) (Axt + p)t + pt = A((A — 1)xt* + ut) = Azt.

Comme dans la Proposition 1.3.2, z est normal. Le morphisme x — X, t — cX~ ! avec
¢ = u/(1—A) vers k| X*!] respecte la relation, car ¢ — Ac — u = 0, et envoie z sur (A —
1)c+ u = 0. Donc Az est un idéal gradué propre non nul.

Casm = —1,u #0,A =1. Alors § = ud/dx et A = A;(k) (remplacer t par u~'t).
Si cark = 0, A est simple (Lemme 1.1.25), donc gr-simple. Si cark = p > 0, alors t” est
central, comme dans I'Exemple 1.3.11(2), homogene de degré —p et unitaire; At? est un

idéal gradué propre non nul. O
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1.2.5 Exemples

Exemple 1.2.12 (Algébre de Weyl quantique graduée). Reprenons I’Exemple 1.1.23 avec

k=Qetg=2:R=Q[x], o(f)(x) = f(2x) et 6(f) = (f(2x) — f(x))/x. Graduons R
par Z avec deg x = 1, de sorte que R, = Qx" pour m > 0 et R, = 0 pour m < 0. Alors
o(x™) =2"x" € Ry, et

S(x™) =" -1)x" 1 eR, 1 (m>1), (1) =0.

Ici T = Z est noté additivement, et v = —1. Les conditions (1.2.1) s’écrivent ¢(R,,) C Ry,
et 5(Ry) C Ry—1 : la paire (0, ) est (—1)-compatible. Par le Théoreme 1.2.2,

A =Qlx][t;0,0] = Q(x, t)/(tx —2xt — 1), degx =1, degt=—1,

avec Ay = @, Qx™ " (on convient que x/ = 0 pour j < 0).

Le premier exemple non abélien est élémentaire. L’automorphisme ¢ y déplace les

composantes homogenes et t a un degré non central.

Exemple 1.2.13 (Une algebre libre graduée par S3). On compose les permutations de droite
a gauche. Soient I' = S3, v = (123), et R = k(x1, x2, x3) l'algebre libre graduée par

degx; = (12), deg x, = (23), deg x3 = (13).

Un mondme x;, - - - x;, est de degré deg x;, - - - deg x;, ; cela définit bien une S3-graduation,
car les mondmes forment une base et le degré est multiplicatif.

Calculs dans S;. Pour une permutation 7t et une transposition (ab), on a 7w(ab)t! =
(7(a) 7t (b)). Comme v = (123) envoie 1 — 2 +— 3+ 1,

v(12)y7'=(23),  y(B)7y71=(31)=(13), (13)y7' = (21) = (12).

Calculons aussi y(12) : on applique d’abord (12), puis 4. On trouve 1 — 2+ 3,2 — 1 — 2,
3+ 3+ 1;donc y(12) = (13). De méme 7(23) envoie 1 — 1+ 2,2+ 3+— 1,3 — 2+ 3,
donc y(23) = (12); et v(13) envoie 1 +— 3+ 1,2 — 2 — 3,3 — 1+ 2, donc y(13) = (23).

Les applications. Soit o I’automorphisme de R défini par x; — x2 — x3 — x1, et soit ¢ la
o-dérivation définie par

o(x1) = x3, d(x2) = x1, d(x3) = x3.

Elle existe et est unique car R est libre : on la définit sur les mondmes par la regle de

Leibniz,

>
pd
=

ke
s

Il
™~

U-(xll e xijfl) (S(xl]) xij+1 T xi[l

-
Il
—

et l'on vérifie directement sur les mondémes que d(mm’) = o(m)é(m’) + 6(m)m'.
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Compatibilité. Par les calculs précédents, dego(x;) = ydeg(x;)y ! et degé(x;) =
vdeg(x;) pour i = 1,2,3. Ces propriétés passent aux produits : si u € R, et v € Rg

les vérifient, alors 0(uv) = ()0 (v) € Rypyp19p71 = Ryepy1, €t

S(uv) = o(u)é(v) +6(u)v € Rypp-1Ryp + RyaRg € Ry

Par récurrence sur la longueur des mondmes, (0, J) est y-compatible, et A = R[t; 0, 6] est
graduée avec degt = (123).

Le degré de t n’est pas central et ne centralise pas le support. Les transpositions engendrent
S3, dont le centre est trivial; aucun 7y # e ne centralise Supp(R). Par la Remarque 1.2.5,
un anneau de polyndmes différentiels sur R n’admet de graduation compatible qu’avec
degt = e. Les éléments homogeénes inversibles de R sont les scalaires non nuls, donc R, ne
contient aucun élément inversible, et la Proposition 1.2.8 ne s’applique pas.

S est externe. Un mondme de longueur / est de degré de signature (—1), et -y est pair.
Tout mondéme de R, est donc de longueur paire, et méme > 2 puisque 7y # e. Pour u € R,
tous les monomes de 6, (x1) = ux; — xou sont de longueur > 3, alors que d(x;) = x3 est de
longueur 1. Donc 6 # 6, et 6 est externe par le Lemme 1.2.6(2).

A n'est pas gr-simple. L'idéal d’augmentation I = (x1, x2, x3) est gradué, et il est stable
par o et par J : 0(x;) et 6(x;) sont dans I, et par la regle de Leibniz §(ax;b) € I pour tous
a,b € R. Par la Proposition 1.3.1 ci-dessous, A n’est pas gr-simple.

Aucun changement de variable ne ramene le degré de t a e. Supposons qu'un s € A, ait
des puissances formant une base du R-module a gauche A. Comme R est integre et
o injectif, le t-degré est additif (Lemme 1.1.19). Posons d = deg,s. On a d > 1, sinon
@, Rs" = R # A. Un élément non nul }_, . 7,4s" avec ry # 0 est de t-degré Nd, donc
divisible par d; appliqué a t, cela donne d = 1. Ecrivons s = bt +a et t = rys + 1 avec
a,b,ro,r1 € R. Par (1.2.2), A, = @,, Ry-»t", donc b € R7_1. En comparant les coefficients
de t dans t = r1(bt 4+ a) + rp, on obtient r1b = 1. Dans l’algebre libre, le degré total d'un
produit est la somme des degrés; donc b est un scalaire non nul, et b € R,. Cela contredit
beR,1avecy ! #e.

L'exemple suivant montre concrétement comment la graduation cesse d’exister sans la

compatibilité.

Exemple 1.2.14 (Absence de graduation). Gardons R, I' = S3, v = (123) et ¢ comme dans
I"Exemple 1.2.13, et soit ¢’ la o-dérivation telle que &'(x1) = x2, 6’ (x2) = x3, 8’ (x3) = x3.
Supposons que A" = R[t;7,d'] ait une graduation {A;} avec Ry C A7 ett € A7. Alors
tx € A%(u) = A/(B). D’autre part (23)y envoie 1 — 2+ 3,2+— 3+ 2et3 — 1+ 1, donc

(23)y = (13) et xpt € A/(13). Ainsi

X = 0'(x1) = tx1 — o (x1)t = tx1 — xot € Al

Mais 0 # x; € A/(23)/ ce qui est absurde. La condition violée est degd’(x1) = (23) # (13) =
v deg x1.
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1.2.6 Algebres de groupe

Nous en venons aux algebres de groupe, principale source d’exemples sur un groupe
de graduation non abélien. Soient G un groupe, R = kG gradué par Ry = k7, v € G et
x: G — k* un caractere.

Proposition 1.2.15. Posons (1) = x(t)yty ! pour T € G.

(1) o se prolonge en un automorphisme de k-algebre de kG tel que c(Rr) = R, 1.

(2) Les o-dérivations k-linéaires 6 pour lesquelles (o, 6) est -y-compatible sont exactement les
applications
Oc(t) = c(T)yT (t€G)

avec ¢ € Z1(G, ky).
(3) Oc est interne si et seulement si c € BY(G, ky).

(4) 0607t -6, = —0¢(y)y+ en particulier cette différence est interne.

7)

Démonstration. (1) Pour 7,p € G,

o(t)o(p) = x()x(p) vty vey " = x(tp)yTeyr ! = 0 (Tp).

Donc T — 0(7) est un morphisme de groupes de G dans le groupe des inversibles de kG,

et il se prolonge par linéarité en un endomorphisme de k-algebre. Comme k* est abélien,
x(v'ty) = x(v) " 'x(T)x(7v) = x(7)- Posons y (1) = x(7) 'y~ '77. Alors

op(t) = x(0) 'x(y Tty oy T =1

et de méme o (7) = 7. Donc ¢ = ¢~ !. Enfin o(kt) = kx(7)yTty ! = kYT~ ! puisque
x(t) #0.

(2) Soit ¢ une o-dérivation k-linéaire compatible. La compatibilité impose 6(7) € R,r =
kyt; écrivons 6(7) = ¢(T)yT avec ¢(T) € k. Alors

o (1)8(p) +8(t)p = x (V) vy e(p)vp + c(T)yTP = (c(T) + X (T)e(P)) TP,

alors que 6(tp) = c(tp)yTp. Comme G est une base de kG, la régle de Leibniz sur G
équivaut exactement a l'identité de cocycle (1.1.2). Réciproquement, pour ¢ € Z1(G, ky),
I'application k-linéaire J. vérifie la régle de Leibniz sur la base G, donc partout par
bilinéarité, et elle est compatible par construction.

(3) Par le Lemme 1.2.6(2), il suffit de considérer u € R, soit u = x7y avec x € k. Alors

6u(T) = 29T — x(T)yTy txy = 2 (1 — x(7))77. (1.2.3)

Donc 6y, = o avec ¢/ = —x(x —1). Comme ¢ — J. est injective, J; est interne si et
seulement si c = —x(x — 1) pour un x € k, c’est-a-dire ¢ € BY(G, ky).
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@ Onac (1) = x(v) 'y 'ty eto(ry) = x(v7)yTry " = x(T)x(7)77. Donc

ob.0 (1) = x(1) ey T ry) o(yy T ry) = x (1) te(y oy) x(Dx ()T
= x(Ve(y ') T

Calculons ¢(7~'77) par l'identité de cocycle, appliquée a ! - (ty) puis a T -7, et avec
c(y™h) = —x(v) " te(y) (Lemme 1.1.28) :

c(y tty) =y )+ x(r) le(ty) = —x() tely) + x(v) " He(r) + x(T)e(v)).

En multipliant par x(7),

x(e(y 7t ry) = c(t) — (1= x())e(7).

Par (1.2.3) avec x = c(), on obtient 06,01 (T) = 6¢(T) — (), (7). Comme c(7)y € Ry, la
différence est interne. O

Remarque 1.2.16. Tout endomorphisme k-linéaire 1,-gradué ¢ de kG est de la forme de
la Proposition 1.2.15. En effet, o(7) est inversible, donc non nul, et appartient a kyty™t;
on écrit 0(t) = x(7t)yty ! avec x(t) € k*, et la multiplicativité de o force x a étre
un caractere. La proposition décrit donc toutes les paires y-compatibles d’applications
k-linéaires sur kG.

L’hypothese de k-linéarité n’est pas automatique. Si x = 1 et si D est une dérivation non
nulle de k, 'application 6(At) = (Ac(T) 4+ D(A))yT est encore une o-dérivation compatible.
Pour x # 1, en revanche, la condition 6(tA) = §(AT) impose D(A)(x(t) —1) = 0 pour
tout 7, donc D = 0.

Remarque 1.2.17. Si x = 1, ¢ est la conjugaison par 1’élément homogene inversible v, et la
Proposition 1.2.8(4) identifie kG|t; 0, é.] a 'anneau de polynomes différentiels kG|[t'; '], avec
degt' =e, 8'(1) = v te(t)yT = c(1)T et c € Hom(G, k). Si x # 1, ¢ n’est la conjugaison
par aucun élément homogene inversible : ceux-ci sont les Ap avec A € k* et p € G, et la
conjugaison par Ap envoie T sur ptp !, sans facteur scalaire. La Proposition 1.2.8 s’applique
néanmoins avec § = 7, et donne ¢’(7) = x(7)7T et 6'(7) = ¢(7)7. Les extensions de Hopf-
Ore des algebres de groupe forment une famille voisine [26, 11]; la Proposition 1.2.15 ne

concerne que la graduation d’algebre et n'impose aucune structure de Hopf.

1.3 Gr-simplicité

Dans toute cette section, (¢,6) est une paire y-compatible et A = R[t; 0, 5] est muni de
la graduation (1.2.2). Nous montrons d’abord que les conditions nécessaires classiques de
simplicité restent nécessaires dans le cadre gradué, puis qu’elles ne sont plus suffisantes.

Nous caractérisons ensuite la gr-simplicité lorsque R est gr-simple.
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1.3.1 Conditions nécessaires

Un idéal I de R est (0, 0)-stable si 0(I) C I et §(I) C I. Lanneau gradué R est (o, 5)-gr-
simple si 0 et R sont ses seuls idéaux gradués (o, §)-stables.

Proposition 1.3.1. Si A est gr-simple, alors R est (0, 6)-gr-simple et & est externe.

Démonstration. Soit I un idéal gradué de R tel que o(I) + 6(I) C I. Posons

IA = @ It".
n>0
C’est un sous-groupe additif de A. Montrons que c’est un idéal bilatére. Comme A est
engendré comme anneau par R et t, il suffit de vérifier la stabilité par multiplication a

gauche et a droite par les éléments de R et par t.

— A gauche par R : pour r € Reti € I, rit" = (ri)t" € It", car I est un idéal a gauche.

— Adroite par t : it" - t = it"T1 € "L,

— A droite par R : par le Lemme 1.1.17, t"r = }_, ., rut™ avec r,, € R. Donc it"r =

Y (it )™, et iry, € I car I est un idéal a droite.

— A gauche par t : tit" = o (i)t"1 4+ 5(i)t" € IA, car o(i),6(i) € I.
L'idéal A est gradué : si I est engendré par des éléments homogenes x;, alors [A est
engendré par les x;j, homogenes dans A. Enfin IA N R = I, en lisant le coefficient de °. Si
A est gr-simple, A € {0, A}, donc I € {0,R}.

Si J est interne, elle est y-interne par le Lemme 1.2.6(2), et le Lemme 1.2.7 fournit 1'idéal

gradué propre non nul As. Donc A n’est pas gr-simple. O

Ce sont les formes graduées des conditions nécessaires classiques [24, Proposition 4.6
et Remarque 4.1]. Pour ¢ = id, la réciproque est vraie en caractéristique nulle : c’est dti a
Jordan pour la graduation triviale [13], et c’est vrai pour une graduation quelconque par
[1, Theorem 1.10(2)]. Des que ¢ # id, la réciproque tombe en défaut, déja sans graduation :
sur un domaine commutatif, une extension d’Ore simple vérifie ¢ = id [24, Theorem 4.4].

Le contre-exemple standard persiste pour la gr-simplicité.

Proposition 1.3.2. Dans I"Exemple 1.2.12, 'anneau R = Q|[x] est (c, §)-gr-simple et 6 est externe,
mais A n’est pas gr-simple. Plus précisément, z = 1+ xt € Ag est un élément normal homogene,
et Az est un idéal gradué propre non nul.

Démonstration. R est (,d)-gr-simple. Les éléments homogenes non nuls de Q[x] sont les
Ax™ ; les idéaux gradués propres non nuls sont donc les idéaux (x™) avec m > 1. Aucun
n’est J-stable, car 6(x™) = (2" — 1)x™~1 ¢ (x™).

J est externe. Comme R_; = 0, la seule o-dérivation (—1)-interne est §y = 0, alors que
d(x) = 1. Par le Lemme 1.2.6(2), ¢ est externe.

z est normal. On a tx = 2xt + 1. Donc

zx = x + x(tx) = x + x(2xt + 1) = 2x + 2x°t = 2x(1 + xt) = 2xz,



CHAPITRE 1. EXTENSIONS D’ORE GRADUEES PAR UN GROUPE 29

tz = t+ (tx)t =t + (2xt + 1)t = 2t + 2xt? = 2(1 + xt)t = 2zt.

Ainsi xz = %zx € zA et tz = 2zt € zA; comme A est engendré par x et t et que zA est
un idéal a droite, Az C zA. De méme zx = 2xz € Az et zt = %tz € Az, d’ou1 zA C Az.
Donc Az = zA. L'élément z est homogeéne de degré 0: 1 € Ag et xt € Ryt C Ay (_q) = Ao.
L’idéal Az est donc gradué et non nul.

Az # A. Lapplication x — X, t — —X 1 tue la relation : (=X 1)X —2X(-X"1) -1 =
—1+42—1 = 0. Elle définit donc un morphisme d’anneaux 7: A — Q[X*!], égal a
l'identité sur Q. On a 71(z) = 1+ X(—X"!) = 0, donc 71(Az) = 0, alors que (1) = 1.
Ainsi 1 € Az. O

Remarque 1.3.3. Sans graduation, Q[x] est déja (o, §)-simple. Soit I # 0 un idéal J-stable
et p un élément unitaire de I de degré minimal n. Si n > 1, alors §(p) = (p(2x) — p(x))/x
est de degré n — 1 et de coefficient dominant 2" — 1 # 0, et 6(p) € I contredit la minimalité.
Donc n = 0 et I = Q[x]. De méme, ¢ est externe sans graduation : pour u € Q]x],
Ou(x) = ux —2xu = —xu € (x), alors que 6(x) = 1. L'élément z = 1 + xt = tx — xt est
I’élément normal classique de l'algébre de Weyl quantique [14]. La seule nouveauté de la
Proposition 1.3.2 est que cet élément est homogene.

Remarque 1.3.4. L'élément z a une origine simple. Sur I’anneau gr-simple R’ = Q[x*!], ¢
et § se prolongent par les mémes formules, et § = J, avec u = —x~! € R’ . En effet, les
deux sont des o-dérivations de R’; une o-dérivation de R’ est déterminée par sa valeur en
x, car §(x~!) est imposé par 0 = 6(xx~1) = o(x)5(x~!) +6(x)x 71, et elle est nulle sur Q;
enfin

Su(x) =ux —o(X)u=—-1-2x(—x1) =-142=1=46(x).

Par le Lemme 1.2.7, s = t + x~! engendre un idéal gradué propre de R'[t; 0, 6], et z = xs.
Ainsi 6 n’est externe sur R que parce que 1'élément qui la rend interne n’est pas dans R.

L’'argument du coefficient dominant du cas différentiel échoue pour la raison suivante.
Pour f = a,t" + Ay t" T,

tf — ft = (0(an) — an)t" 1+ (0(an) + (1) — ay_1)t" + -

Le commutateur avec t ne fait plus baisser le t-degré, et les idéaux de coefficients dominants
ne sont plus é-stables. Ici, les coefficients dominants des éléments de Az de t-degré un
forment 1'idéal (x). En effet, si ait +ag € Az, alors rt(ayt +ag) = —a (X)X 1 +aog(X) =0,
donc a1 = xap; réciproquement apz = ap + xapt pour tout ap € R. L'idéal (x) n’est pas
d-stable.

1.3.2 Idéaux de coefficients dominants

A partir de maintenant, o est un automorphisme. Par le Lemme 1.2.6(3), (R) = R, (7)

pour tout T : ¢ est un automorphisme ¢,-gradué, pas nécessairement gradué. La preuve du
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Théoréme B repose sur les idéaux de coefficients dominants; pour ¢ = id et la graduation

triviale, comparer avec [24, Lemma 4.13].

Définition 1.3.5. Pour un idéal gradué | de A et n > 0, on pose

L.(]) = {a €R: at"+ ) ait' € ] pour certains a; € R}.
i<n
Autrement dit, L, (]) est 'ensemble des coefficients de " des éléments de | de t-degré

au plus n; il contient 0.
Lemme 1.3.6. L,(]) est un idéal gradué de R. De plus L, (J) C L,11(]).

Démonstration. Additivité. Si f = at" +--- et f' = a't" +--- sont dans J, alors f — f' =
(a—a)t"+---€].

Idéal & gauche. Soient a € L,(]), témoin f = at" +Y,;_,a;t' € ], et r € R. Alors
rf =rat" + Y, ,ra;t' € J,donc ra € Ly(]).

Idéal a droite. Posons 1’ = ¢~ "(r). Par le Lemme 1.1.17, pour tout i > 0,

tr e (M + A =0 (Nt + A
Donc

fread®(nNt" + Acy+ Y ai (0 (n)E + A)
i<n

Cart" + Aoy,

Comme fr' € J,onaar € Ly(]).

Gradué. Ecrivons a = Y. areta; =), ap Par (1.2.2), la composante de f de degré o est
Yi<n 4iqq-it' (@vec ay = a). Pour & = 7", son coefficient de t" est ar. Comme | est gradué,
cette composante est dans | (Lemme 1.1.5), et elle est de t-degré au plus n. Donc ar € L,(J)
pour tout T, et L, (]) est gradué.

Croissance. Si f = at" +--- € J,alors ft = at"*!' +... € ], donca € L,1(]). O

1.3.3 Eléments normaux unitaires

Sur un anneau de coefficients gr-simple, les obstructions a la gr-simplicité sont les
éléments normaux homogenes unitaires de t-degré positif. Le lemme suivant rassemble

leurs propriétés.
Lemme 1.3.7. Soient n > let f = t" +at" ' + Y, ,_; a;t' un élément homogene de A. Alors
f € ApetacR,. Deplus:

(1) f est normal si et seulement si fr = o (r) f pour tout r € Ret tf — ft € Rf. Dans ce cas,

tf = ft+(c(a) —a)f.

(2) Si f est normal, alors A, = d_,. En particulier A, est interne.
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(3) Si f est normal, alors Af est un idéal gradué propre non nul de A.

Démonstration. Le coefficient de t" est 1 € R, ; par (1.2.2), le terme t" est de degré ", donc
f € Ay puisque f est homogene. Le coefficient a de #"~! est alors dans R, .. --1) = Ry.
Comme f est unitaire, le Lemme 1.1.19 donne, pour tout g # 0,

le(gf) =1c(g), deg,(gf) = deg, g +n. (1.3.1)

(1) Supposons f normal et soit 7 € R, r # 0. Comme fr € fA = Af, écrivons fr = gf
avec ¢ € A. Le coefficient de t" de fr est 0"(r) # 0 (Lemme 1.1.17), donc fr # 0 et
deg,(fr) = n. Par (1.3.1), deg, g = 0, c'est-a-dire ¢ € R, et ¢ = lc(gf) = lc(fr) = o"(r).
De méme, écrivons ft = hf; comme ft = t""!1 +at" 4 ... est de t-degré n + 1 et de
coefficient dominant 1, on a deg, i = 1 et Ic(h) = 1, donc h = t + hg avec hy € R. Alors
tf — ft=1tf — (t+ho)f = —hof € Rf.

Réciproquement, supposons fr = ¢"(r)f pour tout r et tf — ft = cf avec ¢ € R.
Alors ft = (t —c)f. Comme A est engendré par R et t, une récurrence sur la longueur
des produits de générateurs donne fA C Af :si fb = U'f, alors f(br) = b'o"(r)f et
f(bt) = V'(t —c)f. Pour l'inclusion inverse : ¢" étant bijectif, rf = fo " (r); et tf =
ft+cf = ft+ fo "(c). Donc Rf C fAettf € fA, et comme ci-dessus Af C fA.

Enfin, calculons les coefficients de t". Par (1.1.1), tf = t"*!1 4 o (a)t" + (élément de A,,)
et ft = "1 4 at" + (élément de A-,). Donc tf — ft a pour coefficient de " I'élément
o(a) —a. Comme cf = ct" + - - -, la comparaison donne ¢ = o(a) — a.

(2) Par (1), fr = o"*(r) f. Comparons les coefficients de t"~! des deux membres. Dans
fr=tr+at" lr+ Y, ait'r:

— t"r contribue Dy (r) (Lemme 1.1.17);
— at"!r contribue ac" 1 (r);

— les termes a;t'r avec i < n — 1 sont de t-degré < i < n — 1 et ne contribuent pas.

Dans ¢ (r) f, la contribution est ¢”*(r)a. Donc
D,(r) +ac" 1(r) = 0" (r)a (r € R).
Posons r = ¢!~"(y). Comme D,¢'!~" = A, (Section 1.1), on obtient

An(y) =o(y)a—ay = (—a)y —o(y)(—a) = 6_a(y).

(3) Af = fA est un idéal, gradué car f est homogene, et non nul. Par (1.3.1), ses
éléments non nuls sont de t-degré au moins n > 1, donc 1 ¢ Af. O

Théoreme 1.3.8. Supposons R gr-simple et o un automorphisme. Alors A est gr-simple si et
seulement si A ne contient aucun élément normal homogene unitaire de t-degré strictement positif.

Démonstration. Si un tel élément existe, A n’est pas gr-simple par le Lemme 1.3.7(3).
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Réciproquement, soit | # 0 un idéal gradué de A et soit n le plus petit t-degré d’un
élément non nul de |. Le coefficient dominant d’un tel élément est un élément non nul
de L,(]). Par le Lemme 1.3.6, L, (]) est un idéal gradué non nul de R, donc L,(J) = R. 1l
existe ainsi ¢ € | de t-degré n et de coefficient de t" égal a 1.

Sin=0,alorsg=1¢c]Jet] =A.

Supposons n > 1. Par (1.2.2) et le Lemme 1.1.5, la composante de g de degré 7" est
dans J; son coefficient de t" est la composante de degré e de 1, c’est-a-dire 1. Elle s’écrit
donc

f=t"+at" 1+ ¥ at,
i<n—1
avec a € R,. Montrons que f est normal.

— Pour r € R, fretc"(r)f ont le méme coefficient de ", a savoir ¢"(r). Donc fr —
o"(r)f € ] est de t-degré < n; par minimalité de n, il est nul.

— Lélément tf — ft — (c(a) — a) f appartient a J. Ses termes en +"*! se simplifient, et
son coefficient de " est 0(a) —a — (0(a) —a) = 0. Il est donc de t-degré < n, et nul
par minimalité.

Par le Lemme 1.3.7(1), f est un élément normal homogene unitaire de t-degré n > 1. Si

aucun tel élément n’existe, on a donc nécessairement n = 0 et | = A. O

La démonstration montre davantage : tout idéal gradué propre non nul contient un
élément normal homogene unitaire, de t-degré égal au plus petit t-degré de ses éléments
non nuls.

Pour la graduation triviale, Lam et Leroy caractérisent la simplicité des extensions
d’Ore générales [16, Theorems 4.5 and 5.8], et pour ¢ = id I'argument du Théoreme
1.3.8 est celui de [24, Proposition 4.14]. Les idéaux bilateres des extensions d’Ore sur les
anneaux quasi-simples ont été étudiés par Cauchon [4], et les polyndmes semi-invariants
sur les anneaux premiers dans [17, 19, 6]. Pour R premier et ¢ un automorphisme, Cortes
et Ferrero [7] montrent qu’'un idéal I de R[t;0, 6] avec IN R = 0 est fermé et principal,
engendré par un polyndme normal de degré minimal, si et seulement si I contient un
polynéme de Sharma de degré minimal. Les corollaires qui suivent donnent des conditions
sur  qui excluent I'obstruction du Théoreme 1.3.8. Pour la graduation triviale, ce sont des
criteres de simplicité sur des anneaux de coefficients simples, et nous ne revendiquons

aucune nouveauté dans ce cas.

Corollaire 1.3.9. Supposons R gr-simple et o un automorphisme. Si A, est externe pour tout
n > 1, alors A est gr-simple.

Démonstration. S'il existait un élément normal homogene unitaire de t-degré n > 1, A,
serait interne par le Lemme 1.3.7(2). On conclut par le Théoréme 1.3.8. O

L’argument du Lemme 1.3.7(2) est celui de [8, preuve du Lemme 4.8], o1 'anneau des
coefficients est une algeébre graduée connexe engendrée en degré un, sans diviseur de zéro

en degré un, dont les seuls éléments normaux sont les scalaires.
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Le Corollaire 1.3.9 ne s’applique jamais a ¢ = id en caractéristique p > 0, car alors
Ay = pé = 0 est interne. Le Théoreme 1.3.8 n’a pas cette restriction, et pour ¢ = id son

argument fonctionne sous une hypothese plus faible sur R.

Corollaire 1.3.10. Soient o = id et § compatible avec degt = -y. Supposons que R soit 5-gr-simple,
c’est-a-dire que 0 et R soient ses seuls idéaux gradués o-stables. Alors R[t; 6] est gr-simple si et
seulement s’il ne contient aucun élément central homogene unitaire de t-degré strictement positif.

Démonstration. Un élément central est normal; un sens découle donc du Lemme 1.3.7(3).
Réciproquement, soient | # 0 un idéal gradué et n le plus petit t-degré d’un élément non
nul de J. Par le Lemme 1.3.6, L, (]) est un idéal gradué non nul de R. Pour ¢ = id, si
f=Y;ait €], alors

tf—ft:Ztal—at Z(S e

Si deg, f < n, le coefficient de t" de tf — ft est 6(a,); donc 6(L,(]J)) € L,(J), et Lo(J) = R.
Sin=0,alors1 ¢ J.Sin > 1, comme dans la preuve du Théoreme 1.3.8, | contient un
élément homogene f = " + Y, a;t'. Pour r € R, fr —rf € ] est de t-degré < n : son
coefficient de #" est r — r = 0 par la Remarque 1.1.18. De méme tf — ft = Y;_, 6(a;)t' est
de t-degré < n, car 6(1) = 0. Par minimalité, ces deux éléments sont nuls. Comme A est
engendré par R et ¢, f est central. O

Le Corollaire 1.3.10 est la forme graduée de [24, Lemma 4.13 et Proposition 4.14]. Il ne
demande aucune hypothese sur I' ni sur les éléments homogenes de A, contrairement au
critere du centre [1, Theorem 1.10(3)]. Pour la graduation triviale et R simple, il est proche
de la description par Amitsur des idéaux des anneaux de polynomes différentiels sur les
anneaux simples [2]. Voir aussi [24, Theorem 4.15] : R[t; 4] est simple si et seulement si R

est d-simple et le centre de R[t; ] est un corps.

Exemple 1.3.11. Soit R = k[x*!], gradué par Z avec degx = 1, et § = d/dx. Alors
5(Ry) = 8(kx™) C kx™~1 = R,,_1, donc (id, §) est (—1)-compatible, et A = R[t;d/dx] est
gradué avec degt = —1. L'anneau R est gr-simple (Exemple 1.1.10).

(1) Si cark = 0, A est gr-simple. En effet, R est commutatif, donc sa seule dérivation
interne est 0, et § # 0 est externe. Comme A, = né et que n est inversible, A, est
externe pour tout n > 1, et le Corollaire 1.3.9 s’applique.

(2) Sicark = p > 0, An’est pas gr-simple. Par la Remarque 1.1.18, tPr =} ; (?)5?’4(1’)# =
rtP + 67 (r), car (¥) = 0 (mod p) pour 0 < i < p. Or 6? = 0 sur k[x*!] : 6P(x™) =
m(m—1)---(m—p+1)x™"P, et ce produit de p entiers consécutifs est divisible par
p. Donc t? est central, homogeéne de degré —p, unitaire de t-degré p, et At? est un

idéal gradué propre non nul.

En caractéristique nulle, les applications A, se réduisent a né modulo les o-dérivations

internes, sous 1’hypothese suivante.
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Corollaire 1.3.12. Supposons R gr-simple avec car R = 0, o un automorphisme, et 060! —§
interne. Alors A est gr-simple si et seulement si 6 est externe. Cela s’applique en particulier lorsque
06 = o0.

Démonstration. La nécessité est la Proposition 1.3.1. Pour la suffisance, écrivons 0dc~! — 6 =
0p. Cette o-dérivation est compatible par le Lemme 1.2.6(3), car c’est une différence de deux
o-dérivations compatibles; on peut donc supposer v € R, par le Lemme 1.2.6(2).

Etape 1. Montrons par récurrence que o760/ — § = dy; avec vj € Ry, pour tout j > 0.
Pour j = 0, on prend vy = 0. Si c’est vrai pour j, alors, comme u — &, est additive et
0oy,0 ! = Os(oy) avec 0'(v;) € Ry (Lemmes 1.1.21(3) et 1.2.6(3)),

o601 =6 = o (01607 = 8) o + (0607 = 8) = by (o) + 60 = Gp(v)) 40

On pose vj41 = 0(v;) + 0.
Etape 2. En sommant sur j = 0,...,n — 1,

n—1
An:Z(é—HSvj):ncS—kéwn, wy, =Y vj €R,.
j=0 j<n

Etape 3. Soit n > 1. L'élément nlg est central, homogene de degré e, et non nul car
car R = 0. L'idéal (n1g)R est donc gradué et non nul, donc égal a R; ainsi n1g est inversible,
et son inverse n~! est central. Si A, = 6, pour un y € R, alors né = 8,_,, et comme n!

est central,
5(r) =n"H((y — wa)r — (1) (y — wn)) = 61y, (7)-

Cela contredit le caractére externe de ¢. Donc tout A, est externe, et le Corollaire 1.3.9

s’applique. O

Remarque 1.3.13. Soient R premier, ¢ un automorphisme et § une o-dérivation X-externe,
c’est-a-dire qui n’est pas de la forme &, avec b dans I'anneau des quotients de Martindale
symétrique de R; voir [6]. Un élément f € R|t; 0, ] est semi-invariant si fR C Rf. Chuang
et Tsai [6] montrent qu’en caractéristique nulle, un polyndéme semi-invariant de degré

positif minimal a pour degré le plus petit entier v > 1 tel que
c’oocV =6

soit X-interne. Il n’existe pas de polyndéme semi-invariant unitaire de degré un : si (t +b)r =
r'(t+b) pour tout r, la comparaison des coefficients de t donne ' = o(r), et celle des termes
constants donne 6(r) = o(r)b — br, de sorte que ¢ serait X-interne. Pour la graduation
triviale et R simple, le Corollaire 1.3.12 est donc proche de leur résultat. Mais le Corollaire
1.3.12 n’exige pas que R soit premier : kC; est gr-simple et non premier (Exemple 1.1.9).

Remarque 1.3.14. L'hypothese du Corollaire 1.3.12 sur 060! — § ne peut pas simplement
étre supprimée de I'argument. Supposons que ¢ = id, que ¢dc ! = —6 et que 62(r) =



CHAPITRE 1. EXTENSIONS D’ORE GRADUEES PAR UN GROUPE 35

rb — br pour tout r € R, ot b € R, vérifie o(b) = b et 5(b) = 0. Alors Dy = 60 +06 =0

dans le Lemme 1.1.17. Plus précisément,
Br =t(o(r)t+(r)) = 2 (r) + (60 (r) + 06(r) )t + 62 (r) = rt* + &*(r).

L'élément homogene f = t? + b vérifie alors fr = rt> +rb—br +br = rf et tf — ft =
tb — bt = (0(b) —b)t+6(b) = 0; donc A n’est pas gr-simple par le Lemme 1.3.7. Pourtant,
si R est gr-simple de caractéristique nulle, 2 - 1 est une unité centrale (voir I'Etape 3 de
la preuve du Corollaire 1.3.12), et 060! —§ = —25 est externe des que J l'est. Un tel
exemple exige que ¢ ne soit pas la conjugaison par un élément inversible de R,, : sinon la
Proposition 1.2.8(4) rameéne A a un anneau de polynomes différentiels gradué, pour lequel
le caractére externe suffit en caractéristique nulle [1, Theorem 1.10(2)].

1.3.4 Le cas des produits croisés

Lorsque R est un produit croisé, la Proposition 1.2.8 permet de supposer degt = e, et
la gr-simplicité de A se raméne a une question sur la composante neutre.

Proposition 1.3.15. Soit A un anneau I'-gradué dans lequel chaque A. contient un élément
inversible u-, avec u, = 1. Les applications

J=JNA, T @uel
T

sont des bijections réciproques entre les idéaux gradués de A et les idéaux I de A, tels que
urIuzt C I pour tout T. En particulier, A est gr-simple si et seulement si A, n’a pas d’idéal propre

non nul invariant par les conjugaisons a — u-au; .

Démonstration. Par le Lemme 1.1.3, u;l € A1, donc Ay = urA,:onauA, C Ar et
u; 1AL C A, La conjugaison par u; préserve A,.

Soit | unidéal gradué et I = J N A.. Comme ci-dessus, J; = [N A = ul, et | = @ u.l
puisque J est gradué. De plus uIu;! C JNA, = L.

Réciproquement, soit I un idéal invariant de A,, et ] = @, u.I. Pour p, T € I, I'élément
b= u;rlupuT est un élément inversible de A,, donc bl = I = Ib. Pour a € A,,

(uoa) (tI) = uptie (uz aue) I C uptiel = upebl = upel.

De méme up*1 = u,1b" avec b’ € A, inversible, donc ufjllup = up_l(b’lb’*l)u;}l =
-1
upfllup_l C I et

(ucl)(upa) = ucu, (up_llup) a C ucupl = ugl.
Donc | est un idéal, gradué, et | N A, = I. Les deux applications sont réciproques. ]

C’est une forme élémentaire de la correspondance de Dade pour les anneaux fortement

gradués [21]. Appliquons-la aux extensions d’Ore.
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Corollaire 1.3.16. Soient R un produit croisé, (o, d) une paire y-compatible et A = R[t; 0, ).
Ecrivons A = R[t';0’,¢6'] avec degt' = e (Proposition 1.2.8). Alors A, = R,[t;c|r.,8'|r.],
chaque A+ contient un élément inversible, et A est gr-simple si et seulement si I'extension d’Ore A,
n’a pas d’idéal propre non nul invariant par les conjugaisons par les éléments inversibles homogenes
de R.

Démonstration. Comme ¢’ et &' sont gradués de degré ¢, ils préservent R,, et la formule
(1.2.2) avec v = e donne A = @,, Rt'""; en particulier A, = @, R.t"", qui est 'extension
d’Ore annoncée. Les éléments inversibles 1 € R; restent inversibles dans A. On conclut

par la Proposition 1.3.15. O

Pour R = kG, on a R, = k, A, = k[s] avec s = ¢~ !t, et la conjugaison par T agit sur
kls] par f(s) — f(p7'(s)) (preuve de la Proposition 1.4.7). Le Corollaire 1.3.16 redonne
ainsi le Théoreme 1.4.8(1). L'intérét de la Proposition 1.3.15 est que 'anneau A, est souvent
beaucoup plus petit que A.

1.3.5 Une torsion intrinséque

Nous montrons maintenant que la torsion du Théoréeme A peut étre intrinseque dans

une extension gr-simple.

Exemple 1.3.17. Soit I' = (h,r | rhr=! = h~1), le groupe fondamental de la bouteille de
Klein.
Le groupe. La relation s’écrit rh = h™'r, d’ott ™ = h™"r et r"h" = h(=V""™" Tout

élément de I' s’écrit donc h™r™ avec m,n € Z, et
(hmrn)(hm’rn’) — hm—&-(—l)”m’rn—o—n’.

L'écriture est unique : la formule ci-dessus définit une loi de groupe sur Z x Z (le produit
semi-direct Z x Z, ot n agit par m — (—1)"m), dans laquelle h = (1,0) et r = (0,1)
vérifient la relation; ce groupe est donc un quotient de I, et les éléments h"r" y sont
distincts.

L'anneau R. Soit R = Q[h*!][y;0] 'anneau de polyndmes tordus avec 6(h) = h~1,
gradué par degh = h et degy = r. Les éléments h™y’ (m € Z, i > 0) forment une base de
R, h"y' € Rym

i, et comme yh = h~1y,
(hmyl)(hn]/]) _ hmei(hn)yi+j — her(fl)’nyiJrj.

Cette formule est compatible avec la loi de T': (k7)) (h™rf) = p+(-1'1yiti, La graduation
est donc bien définie.
Les applications. Posons 7y = r~! et définissons des applications Q-linéaires par

a.(hmyl) — h—myi, 5(hmyl) — ih_myi_l.
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Pour a = h™y' et b = h"y/, on a o'(ab) = k="~ (“V'nyiti et
U(a)U(b) — h—myih—nyj _ h—m+(—1)i(—n)yi+j — h—m—(—l)inyi—s—j'

Donc ¢ est un endomorphisme d’anneau, et ¢> = id en fait un automorphisme. Pour la
régle de Leibniz,

o(a)s(b) = byt - iy = e Dyt
S(a)b=ih Myt pyl = ih—m+(—1)i-1nyi+j—1 _ ih—m—(—l)inyi+j—1,

puisque (—1)"~! = —(—1)'. La somme est (i +j)h_m_(_l)inyiﬂ;1 = d(ab). Donc ¢ est une
o-dérivation.

Compatibilité. On a yh™riq~! = r\h"riy = k="' et yh™r' = r~ W™t = h="r'~1. Or
oc(h™y') = h™™y' € Ry -m, et 6(h™y') € Ry -m,i1. La paire (v,6) est donc y-compatible, et
A = R[t;0,6] est gradué avec degt = r~ L. Ses relations de définition sont

yh=h"ly, th=h"'t, ty =yt +1.

La torsion. L/élément -y ne centralise pas h € Supp(R), car yhy~! = h~!. Donc ¢ n’est
pas gradué. De plus R, = R, 1 = 0, puisque les degrés de R sont les "7’ avec i > 0.

A est gr-simple. Soit W le sous-anneau engendré par y et t. Les éléments h™y't/ forment
une base de A : A est libre sur R de base {#/} et R est libre sur Q de base {h"y'}. En
particulier les y't/ sont linéairement indépendants, et comme ty = yt + 1, W est isomorphe
a l'algebre de Weyl A1(Q), qui est simple par le Lemme 1.1.25. Par (1.2.2), K"yt € Apu,i-j,
d’ou

Ay = h"™W,, W, = span{yitj ti—j=mn}

Soient | # 0 un idéal gradué et 0 # x € Jymm. Alors h~"x € ] NW est non nul, donc JNW
est un idéal non nul de A;(Q); il contient 1, et ] = A.

Le degré de t ne peut pas étre ramené a e. Par (1.2.2), A, = @,>¢ Rmt" = D, Qy"t".
Supposons que les puissances d'un s € A, forment une base du R-module a gauche A.
Comme R est intégre et ¢ injectif, I’argument de I'Exemple 1.2.13 montre que deg,s = 1,
donc s = byt +a avec a,b € Q. En écrivant t = rys + rp et en comparant les coefficients de
t, on obtient r1by = 1 dans R, ce qui est impossible puisque y n’est pas inversible dans R.

Remarquons que R n’est pas gr-simple, car Ry = yR est un idéal gradué propre; le
Théoreme 1.3.8 ne s’applique donc pas.
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1.4 Algebres de groupe

Dans cette section, G est un groupe, v € G, x: G — k* un caractere, o(t) = x(7)y7y !
etce Z(G, k,), comme dans la Proposition 1.2.15. On pose

A =kG[t; 0,6, degt = .
Les relations de définition de A sont, pour T € G,
tt = x(t)yty tt+c(1) 9T (1.4.1)

1.4.1 Le critére cohomologique

L’anneau kG est gr-simple (Exemple 1.1.8). Par la Proposition 1.2.15(4), 5.0~ — 4. est
interne. Le Corollaire 1.3.12 s’applique donc a toute la famille.
Corollaire 1.4.1. Si cark = 0, l'anneau A = kG[t; 7, .|, gradué par degt = vy, est gr-simple si
et seulement si [c] # 0 dans H' (G, ky).

Démonstration. Par le Corollaire 1.3.12, A est gr-simple si et seulement si é. est externe,

c’est-a-dire, par la Proposition 1.2.15(3), si et seulement si ¢ ¢ B(G, ky). O

Le critere se teste sur des générateurs.
Corollaire 1.4.2. Dans la situation du Corollaire 1.4.1, supposons G engendré par sy,...,Sp.
Posons u; = c(s;) et v; = x(s;) — 1.
(1) Si x =1, alors A est gr-simple si et seulement si I'un des u; est non nul.

(2) Si x # 1, alors A est gr-simple si et seulement si
uiv; —ujv; # 0 pour un couple (i,j).

Démonstration. Deux cocycles qui coincident sur les générateurs coincident sur G : par

(1.1.2) et le Lemme 1.1.28(1), ¢(7) se calcule par récurrence sur la longueur d’un mot en les
+1
i

dit, [c] = 0 si et seulement si le vecteur (u;) est un multiple scalaire du vecteur (v;).

s; représentant 7. Donc ¢ = x(x — 1) si et seulement si u; = xv; pour tout i. Autrement
Si x =1, tous les v; sont nuls, et la condition devient u; = 0 pour tout i. Si x # 1, alors
X(si) # 1 pour un i (sinon yx serait trivial sur les générateurs, donc sur G), et le vecteur (v;)
est non nul. Un vecteur (u;) est alors multiple de (v;) si et seulement si tous les mineurs

u;v; — u;v; s’annulent. On conclut par le Corollaire 1.4.1. O

Pour une présentation G = (s1,...,Sy | wy,...,w,), les vecteurs admissibles (u;) sont
les solutions d’équations linéaires. Soit F le groupe libre sur les s;, et 71: F — G la projection;
le caractere x o 7t de F est encore noté x. Par le Lemme 1.1.33, il existe un unique cocycle
¢ € ZY(F, ky) tel que &(s;) = u;; on le calcule par

é(s;ih) = —x(si) wi,  E(g182) = &(g1) + x(81)E(82)-
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Le cocycle ¢ descend a G si et seulement si ¢(w;) = O pour tout relateur. La condition est
nécessaire, car ¢(w;) doit étre égal a c(e) = 0. Réciproquement, supposons ¢(w;) = 0 pour

tout j. Comme x(w;) = 1, on a pour tout mot g
c(gwig™!) = &(g) +x(8) (e(wy) + x(w)e(g™")) = &(g) + x(g)e(s™") = é(gg™") =0.

Soit N la cloture normale des relateurs. Pour n,n’ € N, on a x(n) = 1, donc é(nn’) =
&(n) +é&(n') et é(n~t) = —¢&(n); ainsi ¢ s’annule sur N. Enfin, pour ¢ € Fetn € N,
é(gn) =¢(g) + x(g)é(n) = &(g). Donc ¢ est constant sur les classes gN et définit un cocycle
csur G = F/N. Le Corollaire 1.4.2 teste alors la gr-simplicité sur 1’espace des solutions.

Remarque 1.4.3. Si x(z) # 1 pour un élément central z de G, alors H'(G, k,) = 0 (Lemme
1.1.29). En particulier, si G est abélien et x # 1, alors ¢, est interne et aucun anneau de
la famille n’est gr-simple (Proposition 1.3.1). Les exemples gr-simples avec x # 1 exigent
donc un groupe non abélien sur le centre duquel x est trivial.

Remarque 1.4.4. Les applications A, se calculent explicitement sur kG. Par la Proposition
1.2.15(4), 06.0 — 6. = 6, avec v = —c(y)y. Comme () = x(7)7, la récurrence vj,q =
0(v;) + v de la preuve du Corollaire 1.3.12 donne

vi=—c(V) v,  =1+x(7)+ - +x(r)V7,

et A, = nd. + dx,, avec x, = —c(7y) 2j<n[j]. Par (1.2.3), 8y, = 0_y, (x—1), donc
Ap =96, cn=nc—x,(x —1), [cu] = n[c] dans H'(G, ky).

Ainsi A, est interne si et seulement si n[c| = 0. En caractéristique nulle, cela équivaut a
[c] =0, ce qui redonne le Corollaire 1.4.1 par le Corollaire 1.3.9. En caractéristique p, on a
toujours p[c] = 0 : le Corollaire 1.3.9 ne s’applique jamais, et c’est le Théoréeme 1.4.8 qui
décide.

Exemple 1.4.5 (Groupe cyclique infini). Soient G = (g) = Z et cark = 0.

(1) Si x # 1, aucun A n’est gr-simple, par la Remarque 1.4.3. Vérifions-le directement.
Posons g = x(g) # 1 etu = c(g). Le cobord x(x —1) avec x = u/(q — 1) vaut u en
g il coincide donc avec c. Par (1.2.3), 6, = J_4, est interne, et le Lemme 1.2.7 donne
I'idéal propre engendré par t + xv.

(2) Si x =1, les cocycles sont les morphismes ¢(g") = nu. Pour u # 0, A est gr-simple
par le Corollaire 1.4.2. Par la Remarque 1.2.17, A = k[¢F!][;6'] avec &'(g") = nu g",
c'est-a-dire &' = u g% : c'est 'anneau d’opérateurs différentiels engendré par la

dérivation d’Euler sur les polyndmes de Laurent.

Exemple 1.4.6 (Groupe libre de rang deux). Soient G = F(a,b) le groupe libre sur a,b,
k=Q,qeQ avecq#1,v=ua, x(a) =g et x(b) = 1. Par le Lemme 1.1.33, un cocycle
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est déterminé par des valeurs arbitraires sur a et b. Soit ¢ le cocycle tel que c(a) = 0 et
c(b) = 1. Par (1.4.1),

ta = x(a) aaa 't + c(a) aa = qat, tb = x(b) aba= 't + c(b) ab = aba~'t + ab.

L'anneau A est donc engendré par QF (a,b) et t soumis a ces relations, avec degt = a.

Gr-simplicité. Tout cobord x(x — 1) s’annule en b, puisque x(b) = 1. Comme c(b) =
1#0,0ona[c] #0, et A est gr-simple par le Corollaire 1.4.1. Plus précisément, les cocycles
correspondent aux couples (c(a),c(b)) € Q?, et les cobords aux couples (x(q — 1),0); donc
HY(F(a,b),Qy) =2 Q par [c] — ¢(b), et 'anneau attaché a ¢ est gr-simple exactement quand
c(b) # 0. Le critere du Corollaire 1.4.2 donne la méme chose : u = (0,1), v = (g —1,0) et
vy — Uy = —(g —1) #0.

Commutation. Comme c¢(7y) = c(a) = 0, la Proposition 1.2.15(4) donne 06, = .0 : c’est
le cas commutatif du Corollaire 1.3.12.

Torsion. L'automorphisme déplace les composantes : 0(R,) = Ry, -1 # Ry, comme
I'exige (1.2.1). Comme a ne commute pas avec b € Supp(QF(a,b)), la Remarque 1.2.5
montre qu’aucun anneau de polynomes différentiels sur QF(a,b) n’admet de graduation
compatible avec degt = a. Et comme x # 1, ¢ n’est la conjugaison par aucun élément
homogene inversible. Le degré de la variable peut néanmoins étre ramené a e par le
changement de variable de la Proposition 1.2.8 avec ¢ = a. Explicitement, s = a~ !t € A,
vérifie

sa=a'(ta) =al'qat =qt=qa(a't) = qas,
sb=a"'(aba 't +ab) =ba 't +b=bs+D.

Ainsi A = QF(a,b)[s;0’,8'] avec 0/(a) = qa, ' (b) = b, §'(a) = 0 et §'(b) = b, conformé-
=c

ment a la Remarque 1.2.17 : /(1) = x(7)Tt et &' (1) = c(7)7.

1.4.2 L’anneau de groupe tordu associé

Nous rendons maintenant précise 1’action affine de l'introduction. Pour T € G, posons
pr(X) = x(1)X +¢(7) € k[X].
Par le Lemme 1.1.32, ®: T — ¢ est un morphisme de G dans Aff(1, k) ; explicitement,

9r(9p(X)) = x(7) (x(0)X + c(p)) +c(1) = x(T0) X + ¢(T) + x(T)c(p) = Prp(X).

Tout morphisme G — Aff(1, k) provient d"un unique couple (x, c), et [c] = 0 si et seulement
si ®(G) a un point fixe dans k.
Faisons agir G sur k[X] par les automorphismes de k-algebre

0-(f) = fopr'.
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C’est une action : 6:6,(f) = fog,' o9;' = fo(pry)™" = fogy = 0(f). Soit
k[X] xg G = @, k[X]u, I'anneau de groupe tordu correspondant (Section 1.1.4), de sorte

que ucf = 0(f)ur et degur = 7.

Proposition 1.4.7. Posons s = 7't € A,. Alors :
(1) st = T @(s) pour tout T € G;
(2) A = k[s] est un anneau de polynémes en s, et Ar = tk[s| = k[s]T pour tout T € G;

(3) l'application f(X)ur — f(s)T est un isomorphisme d’algebres G-graduées k[X] x9 G — A.

Démonstration. (1) Comme x(7) et ¢(T) sont des scalaires centraux, (1.4.1) donne

st=9""tt =9 (x(*)yTy Mt +c(T)yT) = x(T)Ty H+c(T)T
=1(x(1)s + (1)) = T (s).

(2) Par (1.2.2), A, = Do R,t" = @, ky "t". Montrons par récurrence que s" =

Auy " + (élément de A, ) avec A, € k*. Par (1.4.1) appliquéea T = 71 :

ty t=x(y) My 4y 1,

et plus généralement, par le Lemme 1.1.17, t"y~! = ¢" (7~ 1)t" + (élément de A_,) =
x(y) "y~ + ... Donc

s =gyl = Ny M 4 )y
= Apx(7) "y 4 (élément de Aopy),

et A1 = Aux ()" Comme s” € A, et que la différence s” — A,y """ estdans A,N A, =
@D er ky "™, la famille {s"} est triangulaire par rapport a la base {y "t"} de A, a
coefficients diagonaux non nuls. C’est donc une base de A,, et s est algébriquement libre :
A, = k[s].

Comme T € A, est inversible dans A, on a TA, C Ar et T 1A, C A, d'ott Ay =
TA, = 7k[s]. Par (1), T-1st = ¢.(s), donc 7k[s]t~! C k[s] et de méme pour T~ !; ainsi
tk[s] = k[s]T.

(3) De T71sT = ¢.(s), on déduit s = T (s)T" L. Comme ¢(s) = x(7)s + c(7), cela
donne st~ ! = @ !(s), puis, la conjugaison étant un morphisme d’anneaux,

Tf(s)T7 = fer'(s)) = 0:(F)(s)  (f € kIX]).

Donc
f(s)T-g(s)p = f(s) (tg(s)T™") Tp = f(5) 6:(g)(s) T,

qui est I'image de (fu.)(gup) = f6:(g)u- L'application est donc multiplicative; elle
envoie 1u, sur 1. Elle envoie k[X]u. bijectivement sur k[s|T = A+, par (2). C’est donc un

isomorphisme d’algebres G-graduées. O
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Des anneaux de groupe tordus d’algebres de polyndmes sur des algeébres de groupe
apparaissent aussi dans I’étude des extensions de Hopf-Ore itérées des algebres de groupe
[11].

1.4.3 Le théoréme des orbites

Théoréme 1.4.8. Soient A = kG[t;0,6:] et ® = (x,c) comme ci-dessus, et k une cloture
algébrigue de k.

(1) Les idéaux gradués de A sont les idéaux Af(s), oit f = 0ou f € k[X] est unitaire et vérifie
fo@c € k™f pourtout T € G. Des f distincts donnent des idéaux distincts.

(2) A est gr-simple si et seulement si ®(G) n’a pas d’orbite finie dans k, si et seulement si la
restriction de [c] @ H'(H, ky) est non nulle pour tout sous-groupe H d'indice fini dans G.

(3) Sicark = 0, alors A est gr-simple si et seulement si [c] # 0 dans HY(G, ky).

(4) A est simple si et seulement s’il est gr-simple et si O est injectif. En particulier, si A est

simple, alors G est métabélien.
L'action de G sur k est x — @-(x); elle a un sens car les coefficients de ¢, sont dans k.

Démonstration de (1). Par la Proposition 1.4.7 et le Lemme 1.1.35, les idéaux gradués de A
correspondent aux idéaux G-stables de k[s]. Refaisons I'argument dans A. Soient | un idéal
gradué et I = JN A,, unidéal de A, = k[s]. Pour T € G, I C J; et 1. C1I,donc J; =TI
et ] = @, 7l;deplus It~ C JN A, = I. Réciproquement, si I est un idéal de k|s] tel que
tlt~! C I pour tout 7, alors @, 71 est un idéal de A : pour g(s) € k[s] et p, T € G,

pg(s) -l =pt(t7'g(s)T)I Cptl, Tl -pg(s) = tp (0 'Ip)g(s) C Tpl.

Ainsi | — ] N A, est une bijection sur les idéaux I de k|[s] tels que TIT~! C I pour tout .
L'anneau k[s] est principal; écrivons I = f(s)k[s] avec f = 0 ou f unitaire, f étant
unique. Comme 7f(s)T! = (f o 9 !)(s), la condition s’écrit f o ;! € fk[X] pour tout 7.
Or fo ¢;! ale méme degré que f, car ¢! est affine de coefficient directeur non nul; la
condition équivaut donc a f o ¢7! € kX f pour tout T, ou encore, en remplagant T par 7!,

a f o pr € k* f pour tout 7. Enfin, comme k[s| est commutatif,
Pl =P tf(s)k[s] = @ tk[s]f(s) = Af(s).

Des f unitaires distincts engendrent des idéaux distincts de k[s], donc des idéaux gradués
distincts de A. ]

Démonstration de (2). Premiere équivalence. Par (1), A est gr-simple si et seulement si le seul
polynome unitaire f vérifiant f o ¢ € k™ f pour tout T est f = 1.

Soit f un tel polynome de degré positif, et soit Z C k I’ensemble de ses racines, fini et
non vide. Siz € Z et T € G, alors f o ¢, s’annule en ¢ !(z), car f(¢-(p71(2))) = f(z) =0;
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comme f o @ = Af avec A # 0, f s’annule aussi en ¢;!(z). Ainsi Z est stable par tous les
@7 !, donc par ®(G). Les orbites des éléments de Z sont contenues dans Z, donc finies.
Réciproquement, soit O C k une orbite finie, et soit M ’ensemble fini des polynomes
minimaux sur k des éléments de O. Soient x € O et T € G. Le polyndme m, o ¢ est
irréductible de degré degmy : si my o ¢ = gh, alors my = (go @7 1) (ho @7'), et les degrés
sont conservés. Il s’annule en p7!(x) € O. Un polyndme irréductible qui s’annule en y est

un multiple scalaire du polyndme minimal de y; donc
My © Pr € kxm(p;1(x).

L'application m, — m (x) est bien définie sur M : si m, = m,, alors m etm 1)

-1 -1
(24 o7 (%) (%4
sont tous deux proportionnels a m, o ¢, et unitaires, donc égaux. Elle est surjective, car
@7 ! permute O; c’est donc une bijection de ’ensemble fini M. Posons f = [],,cp m. C'est

un polyndme unitaire de degré positif, et

fogpe=[](mogs) ek [[ m=k*f.
meM meM
Donc A n’est pas gr-simple.

Seconde équivalence. 11 existe une orbite finie si et seulement si un sous-groupe H d’indice
fini fixe un point x € k : pour H on prend le stabilisateur d’un point d’une orbite finie,
d’indice égal au cardinal de l'orbite; réciproquement, 1'orbite de x a au plus [G : H]
éléments.

Supposons que H fixe x € k. Alors x(h)x + c(h) = x, soit c(h) = x(1 — x(h)) pour
h € H.

— Si x|g # 1, choisissons hy € H avec x(hg) # 1; alors x = c(ho)/(1 — x(ho)) € k, et
clg = (—x)(x|g — 1) est un cobord.
— Si x|g =1, alors ¢|y = 0.

Dans les deux cas, la restriction de [c] & H est nulle. Réciproquement, si c|g = y(x|g — 1)
avec y € k, alors H fixe —y par le Lemme 1.1.32(2). O

Démonstration de (3). Soit O C k une orbite finie. Posons b = |O| 7! ¥, x, ce qui a un sens
car cark = 0. Chaque ¢, permute O et est affine, donc

¢-(b) :X(T)é‘ Y x+e(r) = ‘é’ Y pc(x) = ’(1)’ ch)x =b.

xeO xe0

Ainsi G fixe b € k, et 'argument de (2) avec H = G donne [c] = 0. Réciproquement, si
[c] =0, alors ®(G) fixe un point de k (Lemme 1.1.32), ce qui est une orbite finie. On conclut

par (2). On retrouve ainsi le Corollaire 1.4.1 sans utiliser le Corollaire 1.3.12. O

Démonstration de (4). Par la Proposition 1.4.7, A est 'anneau de groupe tordu k[X] xy G sur
I’anneau commutatif integre k[X]. Par la Proposition 1.1.39 (cas integre du Théoreme 1.1.36),
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A est simple si et seulement si k[X] est G-simple et 6 est injectif. Par le Lemme 1.1.35, k[X]
est G-simple si et seulement si A est gr-simple. Or 6, = id équivaut & X o ;! = X, c’est-a-
dire ¢ = id. Donc 6 est injectif si et seulement si ® l'est. Dans ce cas G = ®(G) C Aff(1,k),
qui est métabélien, et G 'est aussi. O

1.4.4 Caractéristique positive

Le critere cohomologique du Théoréme 1.4.8(3) tombe en défaut en caractéristique
positive.

Exemple 1.4.9. Soient k = F3, G = Aff(1,F3) et ® l'inclusion. Ainsi x(¢) =aetc(e) =10
pour ¢(X) =aX +b,aveca € {1,2} et b € {0,1,2}. Le groupe G a six éléments et n’est
pas abélien : [2,0] o [1,1] = [2,2] alors que [1,1] o [2,0] = [2,1]. Il est donc isomorphe a S3;
concretement, G agit fidelement sur les trois points de Fa.

[c] # 0. Aucun point de F3 nest fixé par G : la translation [1,1] n’a pas de point fixe.
Par le Lemme 1.1.32(2), [c] # 0 dans H'(G, ky).

Un idéal gradué propre. Posons f = X® — X. En caractéristique 3, (aX + b)® = a3X3 + b3,
eta®>=a,0>=0 pour a,b € FF3. Donc

f(aX+b)=aX?+b—aX—b=a(X®—X) =af(X).

Par le Théoreme 1.4.8(1), A(s®> —s) est un idéal gradué propre non nul de A, pour tout
choix de ¢ € G. Ainsi le Corollaire 1.4.1 tombe en défaut en caractéristique 3.

L'orbite. L'ensemble des racines de f est F3 = {0,1,2}, qui est une seule orbite de G. Le
stabilisateur d’un point A est {X +— aX + A(1 —a) : a = 1,2}, d’ordre 2; l'orbite a donc
6/2 = 3 éléments.

Plus généralement, le critére cohomologique tombe en défaut pour tout groupe fini tel
que H'(G, ky) # 0.

Corollaire 1.4.10. Si G est fini, alors kG[t;0,6.] n'est pas gr-simple. En particulier, soient
cark =p >0,G=C, = (g), x =1letc(g") =i 1 Alors [c] # 0dans H'(G, k), mais
A(sP — s) est un idéal gradué propre non nul de A.

Démonstration. Toute orbite de ®(G) dans k a au plus |G| éléments; on applique le Théo-
reme 1.4.8(2).

Pour G = Cp : I'application c est bien définie, car §' = ¢/ implique i = j (mod p), et
p - 1x = 0. C’est un morphisme G — k. Comme x = 1, B}(G,k) =0, et ¢ # 0; donc [c] # 0.
Comme ¢(7) € Fp, ona ¢(X) = X +¢(7) et

fopr=(X+e(1) — X —e(t) = XV + (1) = X —c(7) = f,

car ¢(7)” = ¢(7) dans [Fp. On conclut par le Théoreme 1.4.8(1). O
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On peut aussi vérifier directement que s” — s est central. Par la Proposition 1.4.7(1),
sT = 7(s 4+ ¢(7)) ; comme la conjugaison par T est un morphisme d’anneaux, (s? —s)t =
T((s +¢(1))? —s —c(1)) = 7(s” — ), en calculant dans I'anneau commutatif k[s] de
caractéristique p. Et s —s commute avec s, donc avec t = ys. Ainsi s” — s est central,
homogene de degré e, et c’est 1’élément du Corollaire 1.3.10.

Ici x =1, donc A est un anneau de polyndmes différentiels par la Proposition 1.2.8(4).
Le critére cohomologique tombe donc déja en défaut dans le cas différentiel. Lorsque
cark = 0, un groupe fini vérifie Hl(G, ky) = 0 (Lemme 1.1.30), et le Corollaire 1.4.10 est
cohérent avec le Corollaire 1.4.1.

Exemple 1.4.11 (Tous les idéaux gradués pour Cp). Reprenons le Corollaire 1.4.10 : cark = p,
G=0Cp=(g),x =1c(g') =i de sorte que ¢i(X) = X +1i. Posons P = XV — X.
Montrons que les polyndmes unitaires f tels que f o ¢, € k* f pour tout T sont exactement
les polyndmes unitaires de k[P].

Si f(X+1) = Af(X), la comparaison des coefficients dominants donne A = 1. La
condition est donc f(X +1) = f(X). Comme P(X + 1) = P(X), tout élément de k[P] la
vérifie. Réciproquement, écrivons le développement P-adique f = ¥_; a;P’ avec dega; < p,
qui est unique par division euclidienne répétée par le polyndéme unitaire P. Alors f(X +
1) = ¥;a;(X + 1) P! est aussi un développement P-adique, et I'unicité donne a;(X + 1) =
a;(X). Un tel polyndome a de degré < p vérifie a(j) = a(0) pour j = 0,...,p —1; donc
a —a(0) a p racines distinctes et est de degré < p, d’ott a = a(0) constant. Ainsi f € k[P].

Par le Théoreme 1.4.8(1), les idéaux gradués de A sont O et les idéaux Ah(s? —s),
ol h parcourt les polynémes unitaires d’une variable. On a Ahy(sP —s) D Ahy(sP —s)
si et seulement si hy divise hy : si hi(P) divise hy(P) dans k[X], la division euclidienne
hy = qhy + r dans k[Y] donne que &4 (P) divise r(P), de degré strictement inférieur, donc
r = 0. Les idéaux gradués maximaux sont donc les A h(s” —s) avec h irréductible. On
vérifie directement que s” — s est central, comme on 1’a fait apres le Corollaire 1.4.10.

Remarque 1.4.12. Soients = 71, A €k, Gy = {t € G: ¢ (A) = A} et Ly = A(s — A).
Alors L) est un idéal bilatere si et seulement si A est fixé par ®(G).

En effet, par la Proposition 1.2.8 avec ¢ = 7, A = kG|[s;¢”,8'] avec ¢’/ (t) = vy o (7)Y =
x(t)tetd'(t) = vy le(t)yt = (7). Donc

(s—MT=x(M)Ts+c()T—At=0"(T)(s—A) + (x(T)A +c(7) = A)T
=0 (T)(s —A) + (p(A) — A)T.

Soit D l'application k-linéaire telle que D(7) = (¢(A) — A)T. Comme s — A est unitaire de
s-degré un, la division euclidienne a droite donne A = kG @ L). Pour a = r + g(s — A) avec
r € kG,ona Lya C L) si et seulement si (s —A)a € L), si et seulement si (s — A)r € L,.
Or (s —A)r = d'(r)(s — A) + D(r), donc cette condition équivaut a D(r) € kGNL, =0,
C'est-a-dire r € kG,. L'idéalisateur {a € A : Lya C L} est donc kG) & L), et L, est bilatere
si et seulement s'il est égal a A, c’est-a-dire G, = G.
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Si cark = 0 et si A n’est pas gr-simple, alors [c] = 0 par le Théoreme 1.4.8(3); donc
®(G) fixeun A € k, et L, est un idéal gradué propre non nul. Dans I'Exemple 1.4.9, au
contraire, tout A € [F3 a un stabilisateur d’ordre 2, donc aucun L, n’est bilatere, alors
que s°> —s = [jep, (s — A) engendre un idéal gradué propre. L'obstruction est portée par

'orbite IF3 et non par un point.

1.4.5 Gr-simplicité et simplicité

Exemple 1.4.13. (1) Dans I'Exemple 1.4.6, ®(a)(X) = gX et ®(b)(X) = X + 1. L'orbite
de tout x € k contient x + Z, qui est infini en caractéristique nulle; I’anneau est
donc gr-simple, comme on I'a déja vu. Il n’est pas simple. En effet, F(a,b) n’est pas
résoluble, alors que Aff(1,Q) est métabélien; ® n’est donc pas injectif, et 'on conclut
par le Théoréme 1.4.8(4). On peut exhiber un élément du noyau. Par (1.1.3),

®(aba~") = [9,0] 0 [1,1] o [77",0] = [L,4],

la translation par g, donc ®([a,b]) = ®(aba~'b~!) = [1,q — 1] est une translation.
Deux translations commutent, donc w = b[a, b]b~![a, b] ! vérifie ®(w) = id. En déve-
loppant, w = b-aba~'b~'- b1 -bab~'a~! = baba~'b~lab~la~! aprés simplification
de b~'b; ’est un mot réduit non vide, donc w # e dans F(a,b). Ainsi 0, = id, et uy,
commute avec k[X] sans lui appartenir.

(2) Soit G le sous-groupe de Aff(1,Q) engendré par a(X) = 2X et b(X) = X + 1, soit @
l'inclusion et v = a. Alors x(a) =2, x(b) =1, c(a) = 0 et ¢(b) = 1. L'orbite de tout
x € Q contient x + Z, donc est infinie, et A est gr-simple. Comme & est injectif, A est
simple par le Théoreme 1.4.8(4). Calculons o (b) = x(b)aba~! = aba~! : pour X € Q,

aba'(X) =2(%+1) = X +2 =V (X),
donc o (b) = b?. ’anneau QGt; 7, é.] est ainsi défini par
ta =2at,  tb="Db*+ab, degt=a,

et il est simple. Le groupe G est le groupe de Baumslag-Solitar BS(1,2) = (a,b |
aba~l = b?) 2 Z[}] x Z.
1.4.6 Autres exemples

Nous terminons par quelques familles d’exemples, qui illustrent chacune une partie du

Théoréme 1.4.8. Dans les quatre premiers, cark = 0.

Exemple 1.4.14 (Groupe diédral infini). Soit Des = (r,f | f2 = ¢, frf~! = r71). Ses
éléments s’écrivent 1" et ' f (n € Z).
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Caracteres. Un caractere vérifie x(f)? = 1 et x(r) = x(frf!) = x(r)7!, donc
x(r), x(f) € {£1}; les quatre choix définissent des caracteres. Prenons x(r) = 1 et
x(f)=-1

Cocycles. Par la discussion suivant le Corollaire 1.4.2, il faut calculer ¢ sur les relateurs
f? et w = frf~'r du groupe libre sur r, f, avec u = &(r) et v = &(f). D’abord é(f?) =
v+ x(f)v=v—v = 0. Ensuite é(f 1) = —x(f) v =vet x(rf!) = -1, donc

Erf ) =u+x(MeE(f ) +xtrf Yu=ut+v—u=no,
Ew)=v+x(f)e(rf r)=v—v=0.

Ainsi tout couple (1,v) € k* définit un cocycle, et Z!(De, ky) = k*. Les cobords x(x — 1)
valent 0 en r et —2x en f; donc B! = {(0,v)} et H'(Dw, ky) = k par [c] — c(r).

L'anneau. Prenons oy = f. Comme frf ! = r~!, les relations (1.4.1) donnent
tr =r 't +ufr, tf = —ft+o.

Par le Théoreme 1.4.8(3), A est gr-simple si et seulement si u # 0.

Simplicité. Ici ¢,(X) = X +u et ¢p(X) = —X + 0. Pour u # 0, (") = X +nu # X
pour n # 0, et O(r'"f) = =X+ v+ nu # X; donc P est injectif et A est simple par
le Théoreme 1.4.8(4). Le groupe Do, = Z x Cy est bien métabélien. Le degré v = f ne
centralise pas r, et 'automorphisme ¢ envoie R, sur R,-1.

Exemple 1.4.15 (Groupe de Heisenberg discret). Soient cark = 0 et H = (a,b | [a,z] =
[b,z] = e) avec z = [a,b] = aba—'b~1. Le centre de H contient z, mais x(z) = 1 pour tout
caractere, puisque z est un commutateur; le Lemme 1.1.29 ne s’applique donc pas. Un
caractere est déterminé par o’ = x(a) et B’ = x(b), arbitraires dans k*.

Cocycles. Par le Lemme 1.1.32, un cocycle correspond a un morphisme ®: H — Aff(1, k)
de partie linéaire . Posons ®(a) = [/, u] et ®(b) = [B/,v]. Par (1.1.3), ®(a)P(b) =
[0 B, a'v+u] et ®(b)D(a) = [&'B, p'u+v], dou

®(z) = ®(ab)®(ba) ' =[1,d], d= (@ —1)ov— (B —1)u

Or [0/, u]o[1,d] = [a,a'd +u] et [1,d] o [&/,u] = [/, u +d] : la translation par d commute
avec ®(a) si et seulement si (¢’ —1)d = 0, et de méme avec ®(b) si et seulement si
(B’ —1)d = 0. Les couples (u,v) qui définissent un morphisme sont donc ceux pour
lesquels ces deux conditions sont vérifiées.

Cas x # 1. Alors ' #1ou ' # 1, donc d = 0, c'est-a-dire (¢' —1)v = (B' —1)u :le
vecteur (u,v) est proportionnel a (¢’ — 1, 8’ — 1). Par la preuve du Corollaire 1.4.2, ¢ est un
cobord. Donc H!(H, ky) = 0, et aucun anneau de la famille n’est gr-simple.

Cas x = 1. Alors d = 0 automatiquement, tout couple (u,v) convient, et H!(H, k) =
Hom(H, k) = k2. L'anneau A est gr-simple si et seulement si (1,v) # (0,0). Il n’est jamais

simple : ®(z) = [1,0] = id alors que z # e, donc ® n’est pas injectif, et I'on conclut par
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le Théoréme 1.4.8(4). Concrétement, par la Proposition 1.4.7, z commute avec s = 'y_lt :
sz = z@,(s) = zs. Comme z est central dans H, ’élément z est central dans A, et A(z — 1)
est un idéal non nul. Il est propre : le morphisme ¢ de la preuve de la Proposition 1.1.39,
pour N = ker @ > z, envoie z — 1 sur 0 et 1 sur 1. Cet idéal n’est pas gradué, conformément
a la gr-simplicité.

Le groupe de Heisenberg fournit donc des anneaux gr-simples, mais aucun anneau
simple, conformément au fait que H n’est pas isomorphe a un sous-groupe de Aff(1,k)

par un morphisme de partie linéaire triviale.

Exemple 1.4.16 (Translations de Z?). Soient G = Z? = (a,b) (abélien), x = 1, v = ¢, et
c(a™b") = m+nA avec A € k. Alors A = kG|t; é.] est défini par

ta=at+a, tb = bt + Ab.

Par le Corollaire 1.4.2, A est gr-simple, car c(a) = 1 # 0. L’action affine est @ mp (X) =
X +m +nA; elle est injective si et seulement si m + nA # 0 pour (m,n) # (0,0), c’est-a-dire

si et seulement si A ¢ Q.
(1) Si A ¢ Q (par exemple k = Q(v/2) et A = \/2), A est simple.

(2) SiA=p/qavecp,q € Zetqg > 1,alors w = aPb~ 17 vérifie c(w) = p — gA = 0. Comme
G est abélien, w commute avec kG, et tw = wt + c(w)w = wt. Donc w est central.
Comme g > 1, 0on a w # ¢, et w— 1 est central et non nul. L'idéal A(w — 1) est
propre : via I'isomorphisme de la Proposition 1.4.7, w correspond a u,, avec 6, = id,
et A(w — 1) est contenu dans le noyau du morphisme surjectif ¢ de la preuve de
la Proposition 1.1.39, qui est propre. Ainsi A est gr-simple mais pas simple; 'idéal
A(w — 1) n’est pas gradué, car w et 1 sont de degrés distincts.

Exemple 1.4.17 (Groupes de Baumslag-Solitar). Soient k = Q, n > 2 un entier, et G le sous-
groupe de Aff(1,Q) engendré par a(X) =nXetb(X) = X+1.Onaaba }(X) = n(X/n+
1) = X +n = b"(X); le groupe G est un quotient de BS(1,n) = (a,b | aba~! = b"), et I'on
peut montrer qu’il lui est isomorphe, mais nous n’en aurons pas besoin. Prenons pour ¢
lI'inclusion et v = a. Alors x(a) =n, x(b) =1,c(a) =0,c(b) =1, et

ta = nat, tb = b"t 4 ab.

Les orbites contiennent x + Z et sont infinies, et ® est injectif par construction. Par le
Théoreme 1.4.8, QGlt; o, ] est simple. L'Exemple 1.4.13(2) est le cas n = 2.

Exemple 1.4.18 (Le groupe affine d'un corps premier). Soient p premier, k = F,, G =
Aff(1,IF,), d’ordre p(p — 1), et ® l'inclusion. Par le petit théoreme de Fermat, a? = a et
b? = b dans IF,; donc, pour f = X? — X,

faX+b) =aPXP + P —aX —b=a(XF - X) =af(X).
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Par le Théoreme 1.4.8(1), A(s” — s) est un idéal gradué propre non nul, pour tout ¢y € G.
Pourtant [c] # 0, car la translation X — X + 1 n’a pas de point fixe. L'Exemple 1.4.9 est le
cas p =3.Pour p =2, G = {X,X +1} = C; et I'on retrouve le Corollaire 1.4.10.

1.4.7 Récapitulatif

Le tableau suivant rassemble les exemples de cette section. Dans chaque cas, A =
kG[t; 0, .] avec degt = 7; la colonne « gr-simple » donne la condition sur le cocycle, et la

colonne « simple » la réponse du Théoreme 1.4.8(4).

Exemple G cark gr-simple | simple
1.4.5(1) Z,x#1 0 jamais jamais
1.4.5(2) Z, x=1 0 c#0 c#0
1.4.6 F(a,b) 0 c(b) #0 | jamais
1.4.14 Do, x(f) = —1 0 c(r)#0 |c(r)#0
1.4.15 Heisenberg, x #1 | 0 jamais jamais
1.4.15 Heisenberg, x =1 | 0 c#0 jamais
1.4.16 7%, x=1 0 c#0 kerc =0
1.4.17 BS(1,n) 0 oui oui
1.49,1.4.18 | Aff(1,TF,) p non non
1.4.10 G fini quelconque | jamais jamais

Pour Z avec x = 1, ®(g") est la translation par nc(g), injective deés que ¢ # 0 en
caractéristique nulle; 'anneau de I'Exemple 1.4.5(2) est donc simple. Pour Z2, la condition
« kerc = 0 » signifie que le morphisme c: Z2 — k est injectif. Les groupes simples de la
liste, Z, Do, Z? et BS(1,1), sont tous métabéliens, comme I'exige le Théoreme 1.4.8(4).

1.5 Anneaux de polyndmes de Poisson gradués

Dans toute cette section, k est un corps et, sauf dans la Remarque 1.5.9, I est abélien.

Nous utilisons la terminologie de la Section 1.1.5.

1.5.1 Pourquoi un groupe abélien

Dans une algebre graduée commutative, P,P; # 0 force pT = 7p : en effet PP =
P:P, C Pyr N Prp, et deux composantes distinctes ont une intersection nulle. De méme,
comme

{Py, P} = {Pr, Py} C Ppr N Py,
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un crochet non nul impose pt = Tp. En particulier, si P est integre, deux éléments
quelconques du support commutent, et le support engendre un sous-groupe abélien.
Sans cette hypothese, le support peut ne pas commuter : k[x,y]/(xy) est gradué par le
groupe libre sur a,b avec deg x = a et degy = b, car sa base {1,x',1/} est formée d’éléments
homogenes et le seul produit mixte, xy, est nul. La conjugaison de (1.2.1) n’a pas d’analogue

de Poisson; nous le précisons dans la Remarque 1.5.9.

1.5.2 Graduations

Soient & une dérivation de Poisson de P et § une a-dérivation de Poisson, et B =
P[t;a, 0], (Théoréme 1.1.42). Pour y € T, la paire (&, ) est y-compatible si

a(P;) C P, et 6(P)CP. (reT).

L'algebre P est (, d)-Poisson gr-simple si 0 et P sont ses seuls idéaux de Poisson gradués I
tels que a(I) +6(I) C L.

Proposition 1.5.1. Soit v € I'. L'algeébre de Poisson B admet une I'-graduation prolongeant celle

de P avec t € B, si et seulement si («, ) est y-compatible. Dans ce cas la graduation est unique :

By = P P, t"  (BeT).
n>0
Démonstration. Nécessité. Supposons qu'une telle graduation existe et soit a € P;. Alors
{t,a} = a(a)t+d(a) € B, Ecrivons a(a) = Yo etd(a) =}, d,. La composante de degré
B de {t a} estag, 1t +dg; elle est nulle pour B # 7. Comme 1 et ¢ sont P-linéairement
indépendants, &y = 0 pour p # T et d, = 0 pour p # 7. Donc a(a) € P; et 6(a) € Pyr.
L'unicité se démontre comme a 1'Etape 6 du Théoréme 1.2.2.

Suffisance. Comme I' est abélien, la formule définit une graduation de I'algebre commu-
tative P[t] : Pot™ - Pyt" C Pot™*", qui est de degré poy™*" = (py™)(cy"). Il reste a voir
que le crochet est gradué. Appelons bon un couple (x,y) d’éléments homogenes tel que
{x/y} S Bdegxdegy-

— Les couples d’éléments homogenes de P sont bons, car P est une algebre de Poisson

graduée.

— Pour a € Py, le couple (t,a) est bon : {t,a} = a(a)t+6(a) € Prt + Py C B,q. Par
antisymeétrie, (a,t) est bon.

— Le couple (t,t) est bon, car {t,t} = 0.

— Si (x,y) et (x,z) sont bons, alors (x,yz) estbon : {x,yz} = {x,y}z + y{x,z} est dans
Bdeg x deg ydeg 2, €ar I est abélien. De méme dans la premiere variable.

Tout élément homogene de B est une somme de produits d’éléments homogenes de P et
de copies de t, tous de méme degré. Par bilinéarité et par les regles ci-dessus, tout couple
d’éléments homogeénes est bon. ]
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1.5.3 Gr-simplicité de Poisson

Comme dans le cas associatif, le caractere interne produit un élément Poisson normal
de t-degré un.
Lemme 1.5.2. Soit («,0) une paire -y-compatible.
(1) Sid = 6% avec u = Yp Up, alors 6 = 557.
(2) Si 6 = 68 avec u € P,, alors t —u € B, est Poisson normal et B(t — u) est un idéal de

Poisson gradué propre non nul de B.

Démonstration. (1) Pour a € Py, les éléments {u,,a} et u,n(a) sont dans P,, alors que
6(a) € Pyr. En comparant les composantes de degré T dans 6(a) = Y, ({up,a} — upa(a)),
on obtient §(a) = {u,,a} — u a(a).

(2) Poura € P,

{t—u,a} =a(a)t+6(a) —{u,a} = a(a)t+{u,a} —ua(a) — {u,a} = a(a)(t —u).
De plus 6(u) = {u,u} —ua(u) = —ua(u), donc
{t,t—u}=—{tu} = —a(u)t —6(u) = —a(u)t +ua(u) = —a(u)(t —u).

Comme P et t engendrent B et que {x, —} est une dérivation en la premiere variable aussi,
la regle de Leibniz donne {B,t — u} C (t — u)B. Donc B(t — u) est un idéal de Poisson. I
est gradué car t — u est homogene, non nul, et propre car ses éléments non nuls sont de
t-degré positif. O

Théoréme 1.5.3. Soient («,0) une paire y-compatible et B = P[t; a, ]p, gradué comme dans la
Proposition 1.5.1.
(1) Si B est Poisson gr-simple, alors P est (a,6)-Poisson gr-simple et 6 n’est pas a-interne.

(2) Supposons P Poisson gr-simple. Alors B est Poisson gr-simple si et seulement si B ne contient
aucun élément Poisson normal homogene t" + Y ;_, bit' avec n > 1.

(3) Supposons P Poisson gr-simple et car k = 0. Alors B est Poisson gr-simple si et seulement si

6 n'est pas w-interne.

Démonstration. Rappelons (Lemme 1.1.43) que poura € Petn >0,
{a,t"} = —nt" (a(a)t + 5(a)). (1.5.1)

(1) Soit I un idéal de Poisson gradué de P tel que a(I) + (1) C I. Alors IB = @, It"
est un idéal gradué de 'algebre commutative B, et IBNP = 1. Poura € Peti c I, (1.5.1)

donne
{a,it"} = {a,i}t" +i{a, "} € IB,
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car {a,i} € I eti{a, "} € iB. Et
{t,it"} = {t,i}t" +i{t, "} = (a(i)t + 6(i))t" € IB.

Par la régle de Leibniz, {B, IB} C IB: IB est un idéal de Poisson. Si B est Poisson gr-simple,
IB € {0,B}, donc I € {0, P}. Si d est a-interne, le Lemme 1.5.2 donne un idéal de Poisson
gradué propre non nul.

(2) Si un tel élément f existe, Bf est un idéal de Poisson gradué, non nul, et propre car
ses éléments non nuls sont de t-degré au moins 7.

Réciproquement, soit | # 0 un idéal de Poisson gradué de B, soit n le plus petit t-degré
d’un élément non nul de J, et soit L C P I’ensemble des coefficients de " des éléments de
J de t-degré au plus n. Comme dans le Lemme 1.3.6, L est un idéal gradué de P; ici P est
commutatif, et la vérification se réduit a 1’additivité, a la stabilité par multiplication par P
et au passage aux composantes homogenes.

L est un idéal de Poisson. Soient ¢ = ct" + Y;_, c;t' € J eta € P. Par (1.5.1),

{a,ct"} = {a,c}t" +c{a,t"} = ({a,c} — nca(a))t" —ncé(a)t"?,

et les termes {a,c;t'} avec i < n sont de t-degré au plus i < n. Le coefficient de " de
{a,g} € J est donc {a,c} — nca(a), qui appartient a L. Comme nca(a) € L, on obtient
{a,c} € L. Donc L est un idéal de Poisson gradué non nul, et L = P.

Sin=0,alors1 € J et ] = B. Supposons n > 1. La composante de degré " d'un
élément de | de coefficient de t" égal a 1 est dans | et s’écrit f = " + Y, _,, bit’.

— Pour a € P, I'élément {a, f} + na(a)f € | a pour coefficient de " 1'élément {a,1} —
na(a) +na(a) = 0; il est donc de t-degré < n et nul par minimalité. Ainsi {a, f} =
—na(a)f.

— Ona {t f} = {t, bit'} = ¥ (a(b;)t + 6(b;))t, avec b, = 1. Son coefficient de #"+!
est a(1) = 0 et son coefficient de " est a(b,—1) + (1) = a(by,—1). Donc {t, f} —
a(by_1)f € J est de t-degré < n, et nul.

Par la regle de Leibniz, {B, f} C fB: f est Poisson normal, homogene, de la forme voulue.
Si aucun tel élément n’existe, | = B.

(3) La nécessité est (1). Réciproquement, supposons B non Poisson gr-simple. Par (2),
il existe un élément Poisson normal homogene f = " +bt" 1 + Y, _, 1 bt avec n > 1.
Pour a € P, écrivons {a, f} = hf. Par (1.5.1), {a, f} est de t-degré au plus n; comme f est

unitaire, h € P, et la comparaison des coefficients de " donne h = —na(a). Calculons le
coefficient de t"~! de {a, f} :

— {a,t"} = —na(a)t" —nd(a)t"! contribue —nd(a);
— {a,bt" 1} = {a,b}t" 1 — (n — 1)bt" 2 (a(a)t + 6(a)) contribue {a,b} — (n — 1)ba(a);

— les termes {a,b;t'} avec i < n — 1 ne contribuent pas.
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Le coefficient de t"~! de —na(a)f est —na(a)b. Donc

—nd(a) + {a,b} — (n — 1)ba(a) = —nba(a), soit  nd(a) = {a,b} + ba(a).
Comme cark = 0, n est inversible, et avec u = —n~1b :

Sh(a) = {u,a} —ua(a) = n*({a,b} + ba(a)) = é(a).

Donc é est a-interne. O

Dans la preuve du Théoreme 1.5.3(3), la relation (1.5.1) produit directement nd. C’est
pourquoi aucune analogue de I'’hypothese du Théoreme B(3) n’est nécessaire. Pour une
C-algebre commutative noethérienne P a crochet nul et « = 0, Jordan [15] montre que le
spectre premier de P[t; ] est homéomorphe au spectre premier de Poisson de P[t; d],.

Exemple 1.5.4. Soient cark = 0, P = k[x*!] & crochet nul, gradué par Z avec degx = 1,
a = 0etd = d/dx. La paire (0,6) est (—1)-compatible, et B = k[x*!,t] avec {t,x} = 1.
L’algebre P est Poisson gr-simple, car ses éléments homogenes non nuls sont inversibles.
Comme & = 0 et que le crochet de P est nul, 8}, = 0 pour tout u, alors que  # 0 : J nest
pas a-interne. Par le Théoréme 1.5.3(3), B est Poisson gr-simple. C’est 'analogue de Poisson
de I'Exemple 1.3.11(1).

1.5.4 Une famille sur les algébres de groupe abéliennes

Voici I'analogue de Poisson de la Proposition 1.2.15 et de la Remarque 1.4.3. Soient G
un groupe abélien et P = kG, G-gradué, muni du crochet nul. Elle est Poisson gr-simple,
car ses éléments homogenes non nuls sont inversibles.

Proposition 1.5.5. Soit y € G.

(1) Les dérivations de Poisson k-linéaires  de P telles que a(Py) C Py sont les applications
a(7) = x'(1)7T avec ¥’ € Hom(G, k).

(2) Pour un tel , les a-dérivations de Poisson k-linéaires 6 telles que (w, &) soit ~y-compatible
sont les applications 6(T) = c(7)yT avec ¢ € Hom(G, k) vérifiant

X' (t)e(p) =c(D)x'(p)  (T,0€G).

(3) Si x' # 0, alors 6 est a-interne; donc B = Plt;«, 0], n'est jamais Poisson gr-simple.

(4) Si x' =0et cark = 0, alors B est Poisson gr-simple si et seulement si ¢ # 0.

Démonstration. (1) La condition impose a(7) = x'(7)7 avec x'(7) € k. La régle de Leibniz
a(tp) = a(1)p + Ta(p) s’écrit x'(tp) = x'(7) + x'(p). Comme le crochet est nul, toute

dérivation est de Poisson.



CHAPITRE 1. EXTENSIONS D’ORE GRADUEES PAR UN GROUPE 54

(2) La compatibilité impose 6(t) € kyT; écrivons 6(7) = ¢(7T)y7. La régle de Leibniz
donne c(tp)yTp = (c(T) + ¢(p))yTP, donc ¢ € Hom(G, k). Comme le crochet est nul, (1.1.5)
se réduit 3 0 = (1) (p) — 6(t)a(p) = (¥'(¥)e(p) — (1)’ () 1.

(3) Choisissons 1y avec x'(19) # 0. La condition de (2) avec T = 19 donne ¢ = A)’ avec

A =c(1)/x (). Pour u = —Av,
SN () = {u, T} —ua(t) = AY ()7t = c(7)yT = 6(1).

Par le Lemme 1.5.2, B n’est pas Poisson gr-simple.
(4) Si &« = 0, alors 6, = {u, —} = 0 pour tout u. Donc J est a-interne si et seulement si
0 = 0, c’est-a-dire ¢ = 0. On conclut par le Théoréme 1.5.3(3). O

La partie (3) est I'analogue exact de la Remarque 1.4.3 : sur un groupe abélien, le
caractére x doit étre trivial pour obtenir des exemples gr-simples, et ici la dérivation «
doit étre nulle. Par exemple, pour G = (g) = Z, v = ¢, « = 0 et ¢(¢") = n, on obtient
l'algébre B = k[g*!,t] avec {t,¢} = g, qui est Poisson gr-simple en caractéristique nulle.
C’est I'analogue de Poisson de 'Exemple 1.4.5(2).

1.5.5 Limites semi-classiques

Soient S une k-algebre et & € S un élément central non diviseur de zéro tel que S/hS
soit commutatif; S/hS est une algébre de Poisson par le Lemme 1.1.44. Pour les extensions
d’Ore dans lesquelles ¢ — id et § prennent leurs valeurs dans kR, la limite semi-classique

est un anneau de polyndmes de Poisson [18, Proposition 4.1], [5].

Lemme 1.5.6. Soient w € S et ¢ un automorphisme de S tels que sw = wd(s) et ¥(s) —s € hS
pour tout s € S. Alors W est Poisson normal dans S/hS.

Démonstration. Pour s € S, sw — ws = wd(s) — ws = w(d(s) —s). Ecrivons &(s) — s = hy.

Comme h est central, sw — ws = hwy, et
{5,w} =wy =wy € w(S/hS). O

Nous montrons maintenant que le caractere interne passe a la limite. Soit S = R|[z; 0, ],
et soit i1 € R central dans S et non diviseur de zéro, avec R/hR commutatif, (¢ —id)(R) C
hR et 5(R) C hR. Posons P = R/hR et

a1 (F) =h=(o(r)—r7), 01 (7) = h=16(r).

Lemme 1.5.7. (1) ay et & sont bien définies, S/hS est I'algebre de polynomes P[z], et {z,7} =
w1 (7)Z + 61(7). Par conséquent S/hS = P|z; a1, 61]p.

(2) Pouru € R,ona8,(R) C hR et h=15,(r) = 65 (F), oit 6F est calculée avec ay. En particulier,
si 0 = 0, alors 61 = 55 est wq-interne.
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Démonstration. (1) Comme h est central dans S, on a zh = hz, c’est-a-dire o (h)z + 6(h) = hz.
En comparant les coefficients, c(h) = h et 6(h) = 0. Pour 1’ € R, cela donne

o'y —hr' =h(e(r') —1') € KR, S(hr')y = o(h)d(r') + 6(h)r' = hé(r') € K*R.

Dongc, si I’on remplace r par r + hr', les éléments h~!(o(r) — r) et h=15(r) changent d’un
élément de /R : les deux formules ne dépendent pas du représentant. La division par h est
univoque car h n’est pas diviseur de zéro.

Comme h est central et appartient a R, hS = @, hRz", donc S/hS = @, Pz". Cet
anneau est commutatif : P 1’est, et

zF —7z = (o(r) —r)z+d(r) = 0.

Son crochet semi-classique prolonge celui de P et vérifie

{z,7} =h W zr—rz) =h W (o(r) —r) 2+ h16(r) = a1(F)z2 + 61(F).

Par le Théoreme 1.1.42, a1 est une dérivation de Poisson, §; une a;-dérivation de Poisson,
et S/hS = P[z;a1,01]p; comparer avec [18, Proposition 4.1] et [5].

(2)On ad,(r) =ur—o(r)u = (ur —ru) — (o(r) — r)u. Les deux termes sont dans hR :
le premier car R/hR est commutatif, le second par hypothese. Donc

Si 6 = 4y, alors 6;(7) = h=15,(r) = 6 (7). O

Ainsi le caractere a-interne est la limite semi-classique du caractére interne. C’est ce
qui justifie la Définition 1.1.41.

Exemple 1.5.8. Soient F = Q[¢%'], h = g — 1 et R = F[x], gradué par degx = 1 et degq = 0.
Posons o (x) = gx et 5(f) = (f(gx) — f(x))/x, de sorte que 6(x™) = (g™ — 1)x™~! pour
m > 1, et soit S = R[z; 0,6, gradué par degz = —1. Ainsi

zx =qxz+ (g —1).

Hypotheses. h est central dans S, car 0(q) = g et 6(g) = 0; il n’est pas diviseur de zéro.
Pour f € R, o(f) — f = f(gx) — f(x) est divisible par g — 1, car il s’annule en g = 1;
et 6(x™) = (g" — 1)x™! est divisible par ¢ — 1. Enfin R/hR = Q[x] est commutatif. En
spécialisant g en 2, on retrouve l'algébre de Weyl quantique de I'Exemple 1.2.12.

L’élément normal. Dans S, I’élément w = 1 + xz vérifie

wx = x+x(zx) = x+x(qxz_|_q — 1) = E]JC—{—C]XZZ = qx(1+xz) = gxw,

zw=1z+ (zx)z =z+ (gxz +q — 1)z = gz + qxz* = g(1 + x2)z = quz.
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Soit ¢ I'automorphisme de S tel que d|r = id, #(x) = g 'x et 8(z) = gz. Il préserve la
relation de définition :

8(z)8(x) =qzqg 'x =zx =qxz+ (g — 1),
90(x)9(z) + (1 —1) =qq 'xqz+ (- 1) = qxz+ (9 - 1).

1l définit donc un endomorphisme, d’inverse x — gx, z — ¢~ 'z. Ona xw = g 'wx = wd(x)
et zw = qwz = wd(z). L'ensemble des s € S tels que sw = wd(s) est un sous-anneau (si
siw = wi(s1) et s,w = wi(sy), alors s1s,w = sywd(s2) = wi(s1s2)) qui contient F, x et z;
c’est donc S. De méme, #(x) —x = (47! — 1)x = —g~'hx et %(z) — z = hz sont dans kS, et
comme

®(ab) —ab = (8(a) — a)d(b) + a(d(b) — b),

on obtient d(s) —s € hS pour tout s € S.
La limite. La limite semi-classique S/hS est Q|x, z] avec

{z,x} =hYzx —xz) =h"1((g—1)xz+ (g —1)) =xz+ 1.

Ici ay(x) = h~1(gx —x) = x et 6;(x™) = h=1(g" — 1)x"™' = mx™"1, car (g" —1)/(q —
1) =14+g+---+¢" " vaut m en g = 1. Donc B = Q[x][z;a,]p avec & = xd/dx et
01 = d/dx, et («,01) est (—1)-compatible. Par le Lemme 1.5.6, @ = 1+ xz est Poisson
normal; on le vérifie aussi directement :

{z,1+xz} ={z,x}z= (xz+ 1)z, {x, 14+ xz} = x{x,z} = —x(xz+1).

Donc B n’est pas Poisson gr-simple. En revanche, Q|x] a crochet nul est (a, 6;)-Poisson
gr-simple, car aucun idéal (x™) avec m > 1 n’est ;-stable, et 6; n’est pas a-interne, car
Q[x]_1 = 0etd; # 0 (Lemme 1.5.2(1)). C’est I’analogue de Poisson de la Proposition 1.3.2.
Sur F[x*'],ona é = &, avec u = —x~! : en effet §,(x) = —1+qgxx ' =g—1 = 6(x).
Le Lemme 1.5.7(2) donne 61(a) = {u,a} — ua(a) sur Q[x*!], et 'ona 1+ xz = x(z — u),

comme dans la Remarque 1.3.4.

Remarque 1.5.9. Le phénomene de conjugaison du Théoreme A ne survit pas a une
limite semi-classique. Soient S = R|z; 0, 4] gradué comme dans le Théoréme 1.2.2 avec
degz =1, h € R, central dans S et non diviseur de zéro, et supposons (¢ —id)(R) C hR.
Siqty~! # Tetr € Ry, alors o(r) € Ry,
de degré 7 I'élément —r. Comme & est homogene de degré ¢, I'idéal hR = @, hR, est

de sorte que o (r) —r € hR a pour composante

gradué, et r € hR. Donc R; C KR, et la graduation de R/hR est portée par le centralisateur
de 1.
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